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1. “Продольные” фотоны

Почему в КЭД добавка 4LξQED = − 1
2ξ (∂µAµ)2 не влияет на наблюдае-

мые эффекты? Калибровочные преобразования, оставляющие инвари-
антным лагранжиан LQED имеют вид:ψ(x)→ eiω(x)ψ(x),

Aµ(x)→ Aµ(x) +
1

e
∂µω(x).

(1.1)

Калибровочное преобразование с бесконечно малой фазой εω(x), ε� 1:

Aµ → Aµ + δAµ, δAµ =
1

e
ε∂µω(x),

δSQED = −δ
∫

1

2ξ
(∂µAµ)2 d4x = − ε

eξ

∫
ω(x)�(∂µAµ) d4x.

Из принципа наименьшего действия следует:

�η = 0, η ≡ (∂µAµ). (1.2)

Если в начале процесса полагать η = 0, то это значение сохранится навсегда.
Добавка4LξQED есть несущественная константа.Флуктуации продольныхфото-
нов не взаимодействуют сфизическими полями, поэтому ограничение амплитуд
этих флуктуаций не сказывается на физических процессах.



“Продольные” глюоны

Рассмотрим неабелев случай.

4LξQCD = − 1

2ξ
(∂µAaµ)2. (1.3)

Закон преобразования калибровочного поля:

Aµ → UAµU
† +

i

g
U(∂µU

†), Aµ ≡ Aaµta, U(x) = eiω
a(x)ta .

Инфинитезимальное калибровочное преобразование –

U ' I + iεωa(x)ta, Aµ → Aµ + δAµ, δAµ =
1

g
εDµω(x),

δSQCD = − ε

gξ

∫
ωa
(
Dν∂ν(∂µAµ)

)a
d4x.

Введём обозначение: ηa ≡ ∂µAaµ (“продольные” глюоны), тогда(
Dµ∂µη

)a ≡ �ηa + gfabcAbµ∂
µηc = 0. (1.4)

В отличии от КЭД условие ηa = ∂µAaµ = 0 в начале процесса не означает, что
поле η не возникнет с течением времени.Ономожет генерироваться полемAaµ.
Добавка 4LξQCD приводит к возможности появления η-частиц как в конечных
продуктах, так и в петлях. Глюонное поле возбуждает флуктуации η-частиц.



2. Нарушение унитарности в КХД

Присутствие в пространстве состояний, в котором определены поля, нефизичес-
ких векторов приводит к нарушению соотношения унитарности. Ŝ-матрица рас-
сеяния является унитарным оператором, т.е.

Ŝ†Ŝ = Ŝ Ŝ† = I, Ŝ = I + i T̂ . (2.1)

Мнимая часть амплитуды перехода 〈a|T̂ |b〉 системы из состояния |a〉 в состо-
яние |b〉 из условия унитарности равна

Im〈a|T̂ |b〉 =
1

2

∑
all,c

〈c|T̂ |b〉〈c|T̂ |a〉∗,
∑
all,c

|c〉〈c| = I. (2.2)

Разложение по константе взаимодействия:

T̂ =

∞∑
n=0

gn T̂n,

с точностью до второго порядка малости по g имеем –

Im〈a|T̂2|b〉 =
1

2

∑
all,c

{
〈c|T̂0|b〉〈c|T̂2|a〉∗ + 〈c|T̂2|b〉〈c|T̂0|a〉∗ + 〈c|T̂1|b〉〈c|T̂1|a〉∗

}
.

Выписанное условие унитарности справедливо только в пространстве физиче-
ских состояний. В калибровке Лоренца соотношение унитарности справедливо
для КЭД, но не для КХД, что связано с самодействием глюонов.



Рассеяние кварка на антикварке

Факт нарушения унитарности в неабелевых калибровочных теориях был
обнаружен впервые De Witt (1964) и R.P. Feynman (1963).
Простейший пример процесса, приводящего к нарушению унитарности:
рассеяние кварка на антикварке во втором порядке теории возмущения.
Здесь имеется больше десятка связных диаграммФейнмана, из которых
только две диаграммы нарушают унитарность:
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Рис. 1: Диаграммы с глюонной петлей и глюонным “головастиком”, нарушающие унитарность
процесса qq̄ → qq̄



Глюонный поляризационный тензор

Мнимая часть амплитуды рассеяния T4 определяется мнимой частью поляри-
зационного тензора Πg

Im〈q q̄ |T̂4|q′q̄ ′〉 ∼ ImΠ(2)
g (k), (2.3)

где

=
k k(2)

+
1

2
1

2
g

a, a,

Рис. 2: Глюонный поляризационный тензор во втором порядке теории возмущения

В размерной регуляризации вклад от глюонного “головастика” равен нулю.
Вычисления для первой диаграммы приводят к следующему выражению:

ImΠµν
aa′(k) = δaa′Nc

g2

32π2
θ(k2)

{
−19

6
k2gµν +

22

6
kµkν

}
,

Мнимая часть поляризационного тензора во втором порядке теории возмущения
является конечной величиной при расходимости всего выражения Π

(2)
g (k).



Рассеяние кварка на антикварке

Мнимая часть амплитуды рассеяния T4 должна быть равна величине

1

2

∑
физ.,c

〈q q̄ | T̂2 |c, физ.〉〈c,физ.| T̂ †2 |q′q̄ ′〉 ∼

∼ δaa′Nc
∑
η1,η2

Aµ(k1, k2; η1, η2)A∗ν(k1, k2; η1, η2), kµAµ = 0,

т.е. квадрату амплитудыпроцесса qq̄ → gg с физическими глюонами g во внеш-
них линиях. Здесь k1 + k2 = k и η1,2 = ±1 значения спиральности глюонов.
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Рис. 3: Амплитуда процесса аннигиляции qq̄ → gg

Т.к. kµ ImΠµν
aa′(k) 6= 0, то два таким образом вычисленные выражения не совпа-

дают. Лагранжиан LξQCD переводит физические состояния в нефизические.



3. “Духи” Фаддеева-Попова

В конечном состоянии η-частицы можно устранять руками – матрицу
плотности каждого конечного глюона выбирать поперечной, т.е. полагать
∂µAaµ = 0. Как быть с петлями?
Л.Д. Фаддеев иВ.Н. Попов (1967) предложили способ устранения η-час-
тиц из петель: необходимо добавитьмультиплет полей ca, c̄a, называемых
“духами” (ghost)Фаддеева-Попова, которые удовлетворяют томуже урав-
нению, что и продольные глюоны:(

Dµ∂µc
)a ≡ �ca + gfabcAbµ∂

µcc = 0, (3.1)

и считать, что скалярные поля ca квантуются по статистике Ферми{
ĉa(p), ˆ̄c b(p′)

}
= δabδ(p− p′), (3.2)

т.е. каждой замкнутой петле с полями ca следует приписать дополните-
льный множитель (−1). Два нефизических поля η и c будут взаимно сок-
кращать друг друга. Правила квантования по статистике Ферми можно
обеспечить, считая поля ca и c̄a принимающими значения в грассмановой
алгебре:

cacb = −cbca, cac̄ b = −c̄ bca, c̄ac̄ b = −c̄ bc̄a.
Духовые поля не появляются ни в начальных, ни в конечных состояниях.



“Духи” Фаддеева-Попова

Ведение c-полей можно описать лагранжианом Lgh =
(
∂µc̄a

)(
Dµc

)a
. Полный

эффективный лагранжиан квантовой хромодинамики –

Leff
QCD = LQCD +4LξQCD + Lgh.

Духовая добавка Lgh генерирует новые элементы в диаграммы Фейнмана:
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Рис. 4: Духовый пропагатор и дух-дух-глюонная вершина

Вершина выражается через импульс только входящей скалярной частицы, в
отличие от обычной вершины взаимодействия физических скалярных частиц
с векторной (сумма импульсов входящей и выходящей скалярной частицы).



“Духи” Фаддеева-Попова

По построению, духи распространяются только в петлях, с множителем
(−1). Для восстановления унитарности в процессе рассеяния кварка на
антикварке необходимо добавить график с петлей духов:
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Рис. 5: Духовый вклад в процесс рассеяния qq̄ → qq̄

Полное выражение для глюонного поляризационного тензора:

=
k k(2)

+
1

2 -
1

2g

Рис. 6: Глюонный поляризационный тензор во втором порядке теории возмущения



BRST-преобразование

Введение духовых полейможно рассматривать как способ восстановления кали-
бровочной инвариантности КХД лагранжиана. В работах C. Becchi, A. Rouet,
R. Stora (1975) и независимо советскимфизикомИ.В. Тютиным (1975) было по-
казано, что полный лагранжиан инвариантен относительно нелинейного преоб-
разования, содержащего инфинитезимальный антикоммутирующий параметр ε,
такой что

ε2 = 0, εc = −cε, εψf = −ψf ε, εAµ = Aµε.

Преобразование Бекки-Рюэ-Стора-Тютина (BRST-transformation):

Aaµ(x)→ Aaµ(x) +
(
Dµc

)a
ε, ωa(x) = εca(x),

ψf → ψf − iεcataψf ,

ca(x)→ ca(x)− 1

2
fabdcbcd(x)ε,

c̄ a(x)→ c̄ a(x) +
1

ξ

(
∂µAaµ

)
ε.

(3.3)

Преобразования, нетривиальным образом перепутывающие коммутирующие и
антикоммутирующие величины, получили название суперпреобразований.
BRST-преобразования приводят к обобщенным тождествам Уорда и играют
ключевуюроль в доказательстве калибровочной инвариантности и унитарности
перенормированной S-матрицы.



BRST-оператор

Из глобальной инвариантности полного эффективного действия квантовой
хромодинамики относительно BRST-преобразований, в силу теоремы Нетер,
следует сохранение тока:

JBµ = F a
µν

(
Dνc

)a − (∂νAaν)2(Dµc)a +
1

2
∂µc̄

afabdcbcd. (3.4)

Заряд (BRST-оператор)

QB =

∫
JB0 dx

сохраняется во времени и является генераторомBRST-преобразований. В допо-
лнение существует ещё один закон сохранения, связанный смасштабнымпреоб-
разованием духовых полей:

c→ eαc, c̄→ e−α c̄.
Сохраняющийся ток имеет вид –

Jcµ = c̄a
(
Dµc

)a − ∂µc̄aca. (3.5)

Заряд

Qc =

∫
Jc0 dx

называется духовым зарядом, а его собственные значения – духовыми числами.



Физический сектор пространства состояний

Справедливы соотношения

[Qc, c(x)] = c(x), [Qc, c̄(x)] = −c̄(x), (3.6)

т.е. духовое число духа +1, антидуха −1. Операторы QB и Qc образуют
BRST-алгебру:

{QB, QB} = 2Q2
B = 0,

[Qc, QB] = QB, gh(QB) = +1,

[Qc, Qc] = 0, gh(Qc) = 0.

BRST-операторQB является нильпотентным.Физический секторможно
выделить условиями:

Q̂B|Φ〉 = 0, Q̂c|Φ〉 = 0. (3.8)

Операторы Q̂B и Q̂c коммутируют с оператором Гамильтона Ĥ, поэтому
подпространство |Φ〉 инвариантно относительно временных сдвигов имат-
рица рассеяния переводит физические состояния в физические.



4. Копии Грибова

В 1978 г. В.Н. Грибовым было показано, что калибровка Лоренца

∂µAµ(x) = 0

не решает полностьюпроблемуфиксации калибровки. Рассмотримчистую
теориюЯнга-Миллса, без полей материи ψ. Основной принцип калибро-
вочной теории: полевые конфигурации калибровочного поля

Aµ(x) и AUµ (x) = UAµU
† +

i

g
U(∂µU

†) (4.1)

описываютфизически идентичные поля.ЗдесьAµ=Aaµt
a,U(x)=eiωa(x)ta

иматрицы ta – генераторыцветовой группыSU(Nc). Общий вид условия,
фиксирующего калибровку:

Φ(AU ;x) = 0. (4.2)

Это уравнение должно иметь единственное решение для произвольного
Aµ. В рамках пертурбативной теории (слабые поля) это выполняется. В
силу существенной нелинейности уравнения (4.2) дляфункцииU=U(x)
возможно проявление неоднозначности решений.



Копии Грибова. Неоднозначность решений

Неопределенность в фиксации калибровки возникает при условии:

AL ∼ 1/gs,

где A – эффективная величина калибровочного поля иL – характерный
пространственный размер поля, т.е. в непертурбативном режиме.
Потребуем, чтобыдля произвольногоAµ(x) существовалоU=U(x) такое,
что

∂µAUµ (x) = 0 или ∂µ
(
U
(
Dµ[A]U †

))
= 0, (4.3)

где Dµ = ∂µ − igAµ. Различают три типа решений:

1. решения, принадлежащие калибровочным орбитам, пересекающие
гиперповерхность, фиксирующую калибровку только раз (идеальное
калибровочное условие);

2. решения, относящиеся к калибровочным орбитам никогда непересе-
кающим гиперповерхность, фиксирующую калибровку;

3. решения, относящиеся к калибровочныморбитам, пересекающим ги-
перповерхность больше чем один раз.



Калибровочные орбиты
Графически это можно представить следующим образом:
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Рис. 7: Три типа калибровочных орбит

Здесь f = f(x) – некоторая заданная функция и разложение Aµ = A
‖
µ +A⊥µ :

A‖µ = ∂µ
1

�
(∂νAν), A⊥µ = Aµ − ∂µ

1

�
(∂νAν). (4.4)

Для фиксированного Aµ, калибровочное преобразование определяет линию L
(как функцию U), на которой лагранжиан LQCD = const.



Нулевые моды

Третий случай был открытВ.Н. Грибовым. Этамногозначность решений
была названа копиями Грибова, т.е. для каждой конфигурации, удовлет-
воряющей калибровочному условию, существуют калибровочно-эквива-
лентные конфигурации, удовлетворяющие тому же самому условию

∂µA1µ(x) = ∂µA2µ(x) = 0, A2µ(x) =
i

g
U
(
Dµ[A1]U

†).
Матрица преобразований U(x)=eiωa(x)ta удовлетворяет уравнению:

∂µ
(
U
(
Dµ[A1]U

†)) = 0

или получающемуся из него заменой A1µ на A2µ и U на U †. Бесконечно
малое калибровочное преобразование εω(x), где ω ≡ ωata и ε� 1, при-
водит к

M̂Lω = ∂µ
(
∂µω − ig [Aµ, ω ]

)
= 0. (4.5)

Появление грибовских копий эквивалентно требованию, чтобы оператор
Фаддеева-Попова имел нулевые моды (нулевые собственные значения).



Горизонты Грибова
Если поле Aµ достаточно мало, т.е. LA ∼ 1/gs, тогда не существует нулевых
мод. Уравнение

−M̂Lω = εiω, εi = εi[A] (4.6)

разрешимо только для εi > 0, i = 1, . . . , N . При возрастании амплитуды появ-
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Рис. 8: Грибовские горизонты

ляется решение с εi = 0, которое становится решением с εi < 0 помере возрас-
тания. Для большей амплитуды уровень εi = 0 может появится снова и т.д..
Линии уровня li называются горизонтами Грибова.



Область Грибова

Поля, для которых уравнение M̂Lω=0 разрешимо, разделяютфункциона-
льное пространство на области, в каждой из которых уравнение

−M̂Lω = εω

имеет нетривиальное собственное значение. При пересечении горизонта
знак функционального определителя DetM̂L[A] изменяется.

Если существуют два близких эквивалентных поля, то они всегда будут
лежать на разных сторонах соответствующей кривой ln. Для любой кон-
фигурации поля, лежащей в области Cn близко к горизонту ln всегда бу-
дет существовать эквивалентная конфигурация в области Cn−1, близкая
к тому же самому горизонту ln.

Учёт грибовских копий необходим прифункциональноминтегрировании.
Интегрирование должно быть ограничено вблизи нуля, т.е. в области C0

(область Грибова). Калибровочные поля должныбыть отделены конечной
областью от границы l1, чтобы не существовало бы пути, соединяющего
конфигурации полей Aµ малой амплитуды (для которых выполняется
теория возмущений) с полями из других областей.
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