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Алгоритмы, используемые при вычислениях

N. Metropolis, S. Ulam, 

The Monte Carlo method 

J.of Am. Stat. Ass., 1948

Алгоритм Метрополиса для статистической 

механики был опубликован  в 1953 году

N. Metropolis, et al.      Equation of State 

Calculations by Fast Computing Machines, 

Journal of Chemical Physics 21 (1953) 1087. 



Алгоритм Метрополиса





Вычисление интегралов  с точностью  несколько 

процентов - весьма непростая задача: 

- используются самые современные суперкомпью-

теры ;

- разработка новых алгоритмов для повышения 

эффективности вычислений является одной из 

основных задач;

- для решения физических и программистских 

задач  создаются коллаборации.

Примеры коллабораций:

MILC 

USQCD

UKQCD 

JLQCD 

QCDSF
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Новая лаборатория - ДВФУ, Владивосток

Основной проект – КХД с ненулевым 

химическим потенциалом, грант РНФ,

руководитель – профессор А. Накамура



Проблема – фермионный детерминант

Наивный подход — включение детерминантов в 

наблюдаемую.  Очень неэффективно.

Правильно — определить плотность вероятности 

для калибровочного поля 𝑈𝜇 как 

𝑃 𝑈 =
1

𝑍
𝑒−𝑆𝐺(𝑈) det𝑀𝑢 det𝑀𝑑

Проблема положительности правой части. 
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Используется гибридный алгоритм Монте Карло

(ГМК, иногда называемый гамильтонов Монте Карло)

объединяет алгоритм Монте Карло и алгоритм

молекулярной динамики.

Алгоритм предложен для решения проблем

решеточной КХД

Hybrid Monte Carlo.

Duane, Kennedy, Pendleton, Roweth,

Phys. Lett. B195 (1987) 216-222.



Интегрирование гамильтоновых уравнений

движения (МД) используется для создания

пробной конфигурации калибровочных полей U

Для точного интегрирования энергия

сохраняется: δH =0

Ошибки численного игтегрирования ═> δH ≠0

Пробная конфигурация принимается или

отвергается - Метрополис



Уравнения МД

где π – сопряженный импульс, вспомогательный 

гамильтониан

Для решения МД уравнений обычно используется 

интегратор leap frog

Удовлетворяет требованиям обратимости и

сохранения фазового объема
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Одна из основных численных задач – обращение 

матрицы 

Обычно используется метод сопряженных градиентов

DD



QCD in lattice regularization (aka Lattice 

QCD) has statistical and number of 

systematic  uncertainties

These are controlled uncertainties

They can be estimated and decreased 



QCD at T>0

𝑆𝐺[𝐴] 0 =
1/𝑇

𝑑𝑥4 𝑑3𝑥
1

2
Tr 𝐹𝜇𝜈(𝑥)𝐹𝜇𝜈(𝑥)

𝑆𝐹 ത𝜓,𝜓, 𝐴

= න
0

1/𝑇

𝑑𝑥4න 𝑑3𝑥 

𝑓

ത𝜓𝑓 𝑥 ൫

൯

𝛾𝜇𝐷𝜇 +𝑚𝑓

− 𝜇𝑓𝛾0 𝜓𝑓 𝑥

𝑇 = 1/𝐿4,        𝐿4 - length in 4th direction

𝐿4 = 𝑎𝑁4,  𝑎 – lattice spacing 



Simple estimation of 1/𝑎:

If 𝑇 ∼ 𝑇𝑐 (take 𝑇𝑐 about 180  MeV)

1/𝑎 ∼ 𝑁4 𝑇𝑐 ∼
720 𝑀𝑒𝑉, 𝑁4= 4
1.44 𝐺𝑒𝑉, 𝑁4= 8
2.16 𝐺𝑒𝑉,𝑁4 = 12

𝑇 =
1

𝑎𝑁4
kkklll



Sign problem 
-- In the integral

We use 





LQCD action with 𝜇:

𝑆𝐹(𝜓, ഥ𝜓, 𝑈) = ഥ𝜓 𝑀(𝑈)𝜓

where 𝑈4 → 𝑈4𝑒
𝑎𝜇,    𝑈4

+ → 𝑈4
+𝑒−𝑎𝜇



Various models and theoretical arguments 

suggest that there is a curve in the plane of 

temperature T versus baryon chemical 

potential µrepresenting a line of first-order 

phase transitions. This curve terminates in a 

second-order phase transition at some Tc 

and µc.



There is a curve in the plane of temperature T versus baryon chemical 

potential µ representing a line of first-order phase transitions. This curve

terminates in a  second-order phase transition at some (𝑇𝑐 , 𝜇𝑐)





The expectation is that Tc is less than 160 

MeV and µc is greater than a few hundred 

MeV.

Results of LQCD for 𝜇 = 0 (𝑇𝑐, EoS) are

used to fix parameters in various 

phenomenological models. 

But results at 𝜇 > 0 are desirable



Methods to solve sign problem

- Multi-Parameter Reweighting 

Fodor, Katz, 2002  

- Taylor expansion 

Gottlieb et al. Phys.Rev.Lett. 59, 2247 (1987) (up to 𝜇2 )
Allton et al., Phys.Rev. D71, 054508 (2005) (up to 𝜇6 )

- Imaginary Chemical Potential 

D’Elia, Lombardo, 2002

- Canonical ensemble approach 

de Forcrand, Philipsen, 2002



Taylor expansion

For free quark-gluon gas (Stefan-Boltzmann limit):

This is valid for very high T

For low T – Hadron resonance gas (HRG) model

𝑝

𝑇4
= 𝐺 𝑇 + 𝐹 𝑇 cosh(

3𝜇𝑞

𝑇
)



Notations

pressure

𝑝

𝑇4
=

1

𝑉𝑇3
log 𝑍(𝑉, 𝑇, 𝜇)

Quark number density

𝑛𝑓/𝑇
3 =

𝜕𝑝/𝑇4

𝜕𝜇𝑓/𝑇

Susceptibility

𝜒𝑓𝑓/𝑇
2 =

𝜕𝑛𝑓/𝑇
3

𝜕𝜇𝑓/𝑇



𝑝

𝑇4
= 

𝑛=0

∞

𝑐𝑛 𝑇
𝜇𝑞

𝑇

𝑛

𝜇𝑢 = 𝜇𝑑 = 𝜇𝑞



Lattice 1634, 𝑁𝑓 = 2, Allton et al., 2005





Chiral condensate

< ത𝜓𝜓 >

𝑇3
= 

𝑛=0

∞

𝑐𝑛
ഥ𝜓𝜓

𝑇
𝜇𝑞

𝑇

𝑛

𝑐𝑛
ഥ𝜓𝜓

=
𝜕𝑐𝑛

𝜕𝑚𝑞/𝑇







𝑁𝑓 = 2 + 1

𝑚𝑠

𝑚𝑙
= 27 (𝑚𝜋 = 140 MeV)

𝑁𝑡 = 8,10,12,16

𝑁𝑠
𝑁𝑡

= 4









Assuming that the current results obtained 

with expansion coefficients up to 6th order 

are indicative for the behavior of higher 

order expansion coefficients and taking into 

account the current errors on 6th order 

expansion coefficients we concluded that at 

temperatures T > 135 MeV the presence of 

a critical point in the QCD phase diagram for

𝜇𝐵 < 2𝑇 is unlikely. 



Imaginary 𝜇𝑞
At imaginary chemical potential 𝜇𝑞= i𝜇𝑞𝐼 the 

sign problem is absent and standard Monte 

Carlo algorithms can be applied to simulate 

Lattice QCD.   Can we use this?   

Study of QCD at nonzero 𝜇𝑞𝐼 can provide us with 

information about physical range of 𝜇𝑞

- extrapolation to 𝜇𝑞= 0 or analytical 

continuation to nonzero real 𝜇𝑞
Vitaly



The QCD partition function Z is a periodic 
function of 𝜃 = 𝜇𝑞𝐼/T:

𝑍 𝜃 = 𝑍 𝜃 + 2𝜋𝑘/3

There are 1st order phase transitions at 𝜃 =

2𝑘 + 1
𝜋

3

This symmetry is called Roberge-Weiss 

symmetry



𝑁𝑓=2+1,  𝑁𝑡=10,12,16, 𝑁𝑠=40,48,64

Fodor et al., 2016



𝑇𝑐(𝜇)


