
О
 

модификации
 

массового
 

состава
 

при
 

ультравысоких
 

энергиях
 (по

 
данным

 
AUGER Col., c привлечением

 
формализма

 
копулы)

Статистический
 

подход
 

с
 

целью
 

дополнить
 

возможности
 эксперимента

 
параметрами

 
функций

 
распределения

Введение
 

(наиболее
 

богатая
 

статистика
 

у
 

коллаборации
 

ОЖЕ)
Свободный

 
доступ

 
1% событий

Событие, погрешности
Разделение

 
на

 
энергетические

 
интервалы

 
(12 интервалов)

Погрешности, Спектр, Хронология, Лодыжка
Пары

 
идентифицирующих

 
функций

Сравнительный
 

анализ
 

полученных
 

распределений
а) Общий

 
подход

(Напоминание

 

о

 

функции

 

копула

 

как

 

характеристике
внутренних

 

связей)

б) Исследование
 

внутренних
 

связей
Эмпирическая

 

и

 

частотные

 

копулы
Сравнение

 

крайних

 

интервалов: копул

 

и

 

популярных

 

мер

 

для

 

средних

 

энерговыделений

 

и

 

расстояний

 

от

 

оси.

Физическая
 

интерпретация
Заключение

Только
 

качественный
 

уровень

А. Кириллов, И.Кириллов
 

Дубна
 

2014

Выступающий
Заметки для презентации
Существуют различные и прямо противоположные мнения об изменении массового состава кл. при ультравысоких энергиях.
     Каскадные флуктуации не позволяют построить  модель ШАЛ, которая  может указывать  на значение массы (или заряда) первичной частицы индивидуального ливня на базе данных конкретной экспериментальной установки достаточно определённо. Поэтому естественно использовать статистический подход, который параметрами функций распределения может восполнить недостающие описательные возможности эксперимента. Наиболее статистически богатой является информация от «поверхностных» детекторов (Surface Detectors)  коллаборации  Оже [1]. 
     Исходя из известной формы спектра, события AUGER были разделены на 12 энергетических интервалов, позволяющих получить приемлемую статистику. Каждое событие представлено величиной показаний и координатами датчика. Все интервалы обрабатывались одинаково и рассматривалась эволюция характеристик этих интервалов. 
Каждый интервал описывался двумерным распределением некоторой функции. Например средним значением показаний датчиков и средним значением расстояний датчиков от оси ливня. Полученные  распределения сравнивались. Для этого подсчитывались их характеристики: маргиналы и меры внутренних связей.  По интервалам эти характеристики закономерно меняются, но не очень сильно.  В результате можно сделать вывод на качественном уровне, что в области 10-30 ЕэВ массовый состав более тяжёлый, чем при энергиях вблизи 2 ЕэВ. 




Уровень
 

наблюдения
 

ОЖЕ,  энергетическая
 

область,  рассматриваемые
 интервалы900

P

Fe

Выступающий
Заметки для презентации
Картина глубин максимумов по полной статистике.  
Точные значения нижних границ энергетических интервалов:
 1.796,  1.915,  2.013,  2.157,  2.322,  2.527,  2.807,  3.154,  3.609,  4.292,  5.729, 10.000

На рапортёрский 2013 Тсунесада наложены глубины максимумов протонов и железа из хайлайт EPOS-LNS



Аргентина
 

Общий
 

вид
 

Событие
 

Исходные
 

данные
Pierre Auger Observatory Public Event Explorer http://auger.colostate.edu/ED/

http://auger.colostate.edu/ED/


Событие
 

Общие
 

данные

•
 

08042100:  25.93 EeV,   7 stations, 15.6 deg
•

 
Generic Information

•
 

Id / Date
 
8042100 / Wed Jul 22 20:27:14 

2009
•

 
Nb. of stations

 
7

•
 

Energy
 

25.9 ±
 

2.2 EeV
•

 
Theta

 
15.6 ±

 
0.3 deg

•
 

Phi
 
-78.5 ±

 
1.7 deg

•
 

Curvature
 

8.3 ±
 

0.5 km
•

 
Core Easting

 
480315 ±

 
29 m

•
 

Core Northing
 

6086814 ±
 

33 m



Событие
 

Индивидуальные
 

данные
 

станций

•
 

# Id Signal(VEM) Time(sec) Time(ns) Easting(m) 
Northing(m) Altitude(m)

•
 

263 3927.3 1248294419 795219569 480628.13 
6086648.24 1375.45

•
 

236 76.23 1248294419 795221082 479879.11 
6087947.59 1377.94

•
 

256 32.4 1248294419 795218980 479877.51 
6085343.99 1377.36

•
 

455 22.56 1248294419 795221005 481377.62 
6087946.35 1373.93

•
 

498 10.96 1248294419 795219954 482127.55 
6086642.45 1374.22

•
 

262 10.86 1248294419 795218928 481377.94 
6085344.54 1374.39

•
 

221 3.72 1248294419 795222002 478384.56 
6087940.35 1379.98



Событие
 

Величины
 

сигналов
 

и
 

пространственные
 

расстояния
 

до
 

оси



Событие
 
Структура

 
сигнала

 
индивидуальной

 
станции

Выступающий
Заметки для презентации
По существу работа велась только с данными величины сигналов в зависимости от пространственных расстояний до оси, т.е. в данной работе структура сигнала не рассматривалась.



Экспериментальные
 

погрешности

Рассматриваемые
 

данные
 

содержат
 

≈
 

15% погрешности.
Влияние

 
этих

 
погрешностей

 
на

 
расчёт

 
коэффициента

 
корреляции

иллюстрируется
 

следующим
 

рисунком:
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Выступающий
Заметки для презентации
Мы рассматриваем экспериментальные данные, т.е. в рассматриваемых исходных данных содержатся погрешности, т. е. находимся в условиях правого рисунка, поэтому (ещё с учётом недостаточности имеющейся статистики) ограничимся только качественным рассмотрением на уровне «больше - меньше», без численных оценок

32ND INTERNATIONAL COSMIC RAY CONFERENCE, BEIJING 2011    095 p.7-10
Sensitivity of the correlation between the depth of shower maximum and the muon shower size
to the cosmic ray composition
PATRICK YOUNK1,2 AND MARKUS RISSE1
. 



СПЕКТР
 

Сверка
 

и
 

сводка
 

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

6·1015<E<2·1016

 

γ≈3.23
2·1016<E<3·1017

 

γ≈
 

3.0
3·1017 <E<4·1018

 

γ≈3.33 / 3.27
4·1018

 

<E<2.56·1019

 

γ ≈2.68
2.56·1019

 

<E     γ ≈4.2

Выступающий
Заметки для презентации
Массовый состав падающего потока тесно связан со спектром.
Напомним характеристики первичного спектра
14.Measurement of the cosmic ray energy spectrum using hybrid events of the Pierre Auger Observatory, Eur. Phys. J. Plus 127 (2012) 87; arXiv:1208.6574




О
 

результах
 

моделирования
 

ОЖЕ
 

(ICRC 2013)
1 Результатов

 
оч.

 
много: в терминах Xmax

 

, Nu

 

, Sem

 

… при
 

параметрах
 

VeM, 
зен.уг., р, Fe

 
для

 
различн. моделей

 
взаимодействия, учёт

 
эксперим. погр. 

2 Коэффициент
 

корреляции
 

используется
 

как
 

цель
 

и
 

инструмент
 

исследов.
3 Универсальные

 
св-ва

 
ШАЛ

 
в

 
терминах

 
Xmax

 

, Nu

 

, Sem

 

.
4 Разделение

 
мюонной

 
и

 
электромагнитной

 
компонент.

5 Построение
 

пространственного
 

распред. в терминах EVeM

 

, r, Nu

 

, Sem
6

 
Вывод

 
о

 
достаточности

 
описательных

 
возможностей

 
наземных

 детекторов
 

для
 

установления
 

массового
 

состава.
7 Предложено

 
несколько

 
методов

 
а

 
принципе

 
полезных

 
для

 
решения

проблемы
 

массового
 

состава.
8 К

 
сожалению

 
численные

 
результаты

 
только

 
из

 
анализа

 
Xmax

 

и они
 модельно

 
зависимы.

.

Эти
 

результаты
 

надо
 

иметь
 

в
 

виду
 

при
 

интерпретации
 

мер
 

связи
 исследуемых

 
распределений. В

 
часности:

Доля
 

фотонов
 

энергии
 

выше
 

1, 2, 3, 5,10 (ЕэВ): 0.4, 0.5, 1.0, 2.6, 8.9 (%)
Xmax

 

- Xmax

 

(мюон)=170г/см2

 

rmax

 

(Fe)-rmax

 

(p)=100m.
Лёгкая

 
компонента

 
–

 
узкие, тяжёлая

 
компонента

 
--

 
широкие

 
ливни, ливни

 от
 

тяжёлой
 

компоненты
 

развиваются
 

быстрее.

Выступающий
Заметки для презентации
32ND INTERNATIONAL COSMIC RAY CONFERENCE, BEIJING 2011  v2  0687 p 75-78, 0694 p 79-82
Precise determination of muon and electromagnetic shower contents from shower universality
property
A. YUSHKOV1, M. AMBROSIO2, C. ARAMO2, D. D’URSO2, F. GUARINO2,3, L. VALORE2
1Universidade de Santiago de Compostela, Santiago de Compostela, Espa˜na 15782
Abstract: We present two new aspects of Extensive Air Shower (EAS) development universality allowing to make accurate estimation of muon and electromagnetic (EM) shower contents in two independent ways. In the first case, to get muon (or EM) signal in water Cherenkov detectors it is enough to know the vertical depth of shower maximum and the total signal. In the second case, the EM signal can be calculated from the primary particle energy and the zenith angle. In both cases the parameterizations of muon and EM signals are almost independent on primary particle nature, energy and zenith angle 
Основные сссылки:
[5] Applications of  Sμ/Sem showers universality for mass composition and hadronic interactions studies. D.D.Urso, M. Ambrosio, et. all, 32ND ICRC, BEIJING 2011  v2, 0694 p 79-82.
          [6]  Estimating primary mass composition of cosmic rays using geomagnetic spectroscopy. Pres.by J-N. CAPDEVIELLE. 33rd ICRC, RIO 2013 0770  
          [7]   Observations of the longitudinal development of extensive air showers with the surface detectors of the Pierre Auger Observatory.  Pres. by GARCIA-GAMEZ. 33rd ICRC, RIO 2013  0694
          [8]  Method for the primary mass composition study of ultra-high-energy cosmic rays with the Telescope Array surface detector. Pres. by S. Troitsky. 33rd ICRC, RIO 2013  0536  
          [9] Measurement of the cosmic ray energy spectrum using hybrid events of the Pierre Auger Observatory, Eur. Phys. J. Plus 127 (2012) 87; arXiv:1208.6574




<LnA>  ОЖЕ
Heitler

 
model of extensive air showers. In this context

 
Xmax

 
is a linear function

of the logarithm of the shower energy per nucleon:

where X0

 

is the mean depth of proton showers at energy E0

 

and D is the
elongation rate, i.e., the change of Xmax

 
per decade of energy.

Простейшая
 

модель
 

флуктуаций
 

(учёт
 

дисперсии) 

При
 

E>1018.3

 

эВ
 

<lnA> растёт
 

от
 

лёгких
 

к
 

средним
 

массам, а
 

дисперсия
 

lnA
убывает

 
во

 
всём

 
диапазоне.

AfXX Ep
lnmaxmax 

).(log10ln 0
10 E

EDfE  

Выступающий
Заметки для презентации
Основные численные результаты получены из анализа данных по Xmax
«Тяжёлое колено, лёгкая лодыжка» Тсунесада 14 слайд.
Interpretation of the Depths of Maximum of Extensive Air Showers Measured by the Pierre Auger Observatory, JCAP 02 (2013) 026; arXiv:1301.663
Параметры зависят от модели взаимодействия.
Есть ещё доклад 0690 от ОЖЕ представлен Унгер
http://www.auger.org/archive/authors201305.html
Inferences about the Mass Composition of Cosmic Rays from Data on the Depth of Maximum at the Auger bservatory
E.J. Ahn1 for the Pierre Auger Collaboration3
presented by M. Unger
Немного другая параметризация, другое моделирование, другая таблица. Окончательные рез-ты (логА) обещает дать в большой статье.
Есть сравнение с KASKADE-Grande в id# 0326
Elemental Composition of Cosmic Rays above the Knee from Tunka Xmax Distribution Analysis 
 Presented by Mr. Sergey EPIMAKHOV 
У KASKADE-Grande немного больше (до 3 – 3.5) но всё зависит от программы моделирования элем. Взаимод. Также как у LUCZAK
<lnA> есть у LUCZAK (0528) The 〈lnA⟩ study in the primary energy range 10^{16} eV - 10^{17} eV with the Muon Tracking Detector in the KASCADE-Grande experiment получаемый из псевдобыстроты. Он похож, но немного больше (до 3 – 3.5) но всё зависит от программы моделирования элем. Взаимод.
Примерно та же картина (больше) в id# 0861
Measurement of the Cosmic Ray Composition and Energy Spectrum between 1 PeV and 1 EeV with IceTop and IceCube  Presented by Tom FEUSELS 
О композиции у 1 и 2 колена см. Заключ. СВЕШНИКОВОЙ.





Энергетические
 

интервалы
 

и
 

число
 

ливней
 

в
 

каждом
 

энергетическом
 интервале

Видно:                         . 

Степенной

 

характер

 

убывания.

 

.

Излом

 

при

 

2.7-3.1(ЕэВ)..
.
.

Рост

 

наклона

 

после

 

Излома.
.
.
.
.
.
.

.

•

 

Стрелки

 

–

 

нижние

 

границы

 

энергетических

 

интервалов. 
•

•

 

Излом

 

–

 

излом

 

спектра

 

и

 

массового

 

состава

 

в

 

области

 

«лодыжки». 
•

 

Изменение

 

наклона

 

–

 

утяжеление

 

массового

 

состава. 
•

 

Это

 

утяжеление

 

может

 

иметь

 

различные

 

причины: дефицит

 

лёгкой

 

компоненты

 

или

 
обогащение

 

тяжёлой

 

компоненты

 

или

 

утяжеление

 

средней

 

компоненты

 

или

 

различные

 
комбинации

 

этих

 

основных

 

причин

Выступающий
Заметки для презентации
Количество событий в энергетическом интервале обратно «пропорционально» среднему количеству детекторов регистрирующих событие из этого интервала и может рассматриваться как мера ширины ливня, которая в свою очередь может рассматриваться как мера «тяжёлости» массового состава. Степенной характер убывания определяется степенным спектром первичного потока, наклон – естественным уширением ливней при возрастании первичной энергии.
 Наблюдаемый на рис. излом – излом спектра и массового состава в области «лодыжки». Изменение наклона – утяжеление массового состава. Это утяжеление может иметь различные причины: дефицит лёгкой компоненты или обогащение тяжёлой компоненты или утяжеление средней компоненты или различные комбинации этих основных причин. При данной статистике эта характеристика идентифицировать причину более точно не может.



Суммарные
 

характеристики
 

ливня
 

каждого
 

энергетического
 

интервала

.

.

.

.

.

.

Суммарное
 

расстояние
 

датчиков
 

Суммарная
 

энергия
 

показаний
от

 
оси

 
ливня

 
.                                                    датчиков

Пунктиром
 

схематически
 

дана
 

лодыжка.
.
.
.

.

Выступающий
Заметки для презентации
Рассмотрение других характеристик разбиения, отнесённых к каждому энергетическому интервалу (количество детекторов, зарегистрировавших ливень; расстояние от оси ливня; зарегистрированная энергия)  не противоречит изложенному,  подтверждает его; но существенно не дополняет.



Пары
 

идентифицирующих
 

функций

.где: n –
 

количество
 

датчиков, зафиксировавших
 

ливень
-

 
расстояние

 
-

 
того

 
датчика

 
до

 
оси

 
ливня

 
(     )

-
 

расстояние
 

ближайшего
 

к
 

оси
 

\
 

наиболее
 

удалённого
 

датчика
.           -

 
энергия, показанная

 
-

 
тым

 
датчиком

 
(         )

.                          -
 

энергия, показанная
 

ближайшим
 

\
 

наиболее
 

удалённым
 

датчиком
.
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Выступающий
Заметки для презентации
      Как выше говорилось (сл. 1), что для каждого интервала рассчитывались пары функций, зависящих от геометрической и пространственной переменных входящих в него событий. Вот их примеры.
      Прежде всего рассматривались средние значения (1. отдельных \геометрических и энергетических\ показаний, 2. их скалярных произведений, 3. отношений). Также граничные и квадратичные значения.  
       Были рассмотрены и некоторые другие варианты пар идентифицирующих функций. Одна из целей данного сообщения состоит в том, чтобы получить содержательную критику приведённого списка: удалить физически менее интересные пары и получить предложения рассмотреть физически интересные  случаи.



Интервал
 

8: 3.154 --
 

3.609 (ЕэВ)       маргиналы

.

.

.

.

.

.

Видны
 

два
 

кластера:
УСЛОВНО

Левый
 

«легкая»
 

компонента
Правый

 
«тяжёлая»

 
компонента

Видно
 

влияние
 

этих
 

кластеров
на

 
форму

 
функций

 
распределения

маргиналов
 

.

.

.

.

Выступающий
Заметки для презентации
Пример 2-мерной функции средних геометрических и энергетических показаний детекторов для интервала области излома спектра (начала утяжеления –сл. 12).
Здесь конец описания этого слайда. Всё дальнейшее отсюда убрать.
Наблюдаемая эволюция с ростом энергии сводится к тому, что распределения
1) обедняются событиями с малыми значениями средних расстояний (узкие) и большими значениями среднего энерговыделения.
2) обогащаются событиями с большими значениями средних расстояний (широкие) и меньшими значениями среднего энерговыделения. 
Иными словами: обедняется лёгкая компонента и соответственно обогащается тяжелая компонента.
Более подробное рассмотрение даёт анализ эволюции маргиналов.

Более подробные варианты:
Рассмотрим эволюцию распределений с ростом энергии наблюдаемых событий. (Шаг 1 ЕэВ и общее количество событий при E>5EeV.) 
Общая эволюция двумерных распределений показывает, что с ростом первичной энергии они сдвигаются в сторону больших расстояний от оси, причём приосевая область обедняется, а периферическая обогащается. Этот сдвиг сопровождается уменьшением максимальной фиксируемой энергии. Последнее замечание требует комментариев. 
С ростом первичной энергии (при том же значении Хмах и том же А) станции должны фиксировать большее энерговыделение. Учёт того, что число фиксирующих станций растёт приводит к тому, что рост первичной энергии на 1ЕэВ должен сопровождаться ростом энерговыделения в усреднённой станции примерно в 1.15 раза. Учёт того, что при том же А глубина первого взаимодействия и Хмах растут, т.е. события  наблюдаются ближе к максимуму работает в сторону ещё большего энерговыделения. Здесь же наблюдается противоположная картина. 
… и наблюдается большая первичная энергию, то и растут ширины наблюдаемых событий. В общих чертах именно такая картина и наблюдается при рассмотрении области определения и основного сосредоточения Х – маргиналов. 
Более близкое наблюдение к максимуму означает фиксирование большей энергии на одном и том же расстоянии от оси ливня. Здесь из-за усреднения каждого события по расстояниям от оси с ростом количества фиксирующих станций наблюдается противоположная картина.
2) Маргиналы по геометрической переменной (среднее расстояние станций от оси события) имеют форму близкую к нормальному распределению. Их эволюция в основном проявляется в увеличении среднего и дисперсии.
3) Маргиналы по энергетической переменной (средняя энергия фиксируемая одной станцией) имеют форму близкую к экспоненциальному распределению. Их эволюция также в основном проявляется в увеличении среднего и дисперсии.
4) Коэффициент  корреляции близок к нулю, его численное значение статистически не достоверно. Заметим только то, что здесь нельзя рассматривать геометрическую и энергетическую переменные как независимые.
Описанная общая картина эволюции распределений не противоречит и указывает, что при переходе в область ((5-6)ЕэВ и более) наблюдается обеднение лёгкой компоненты (обеднение узких  событий – Х маргиналы)  и обогащение тяжёлой (увеличение минимального значения средней энергии с одновременным уменьшением количества случаев с такой энергией – У маргиналы).
Всё это требует более подробного рассмотрения маргиналов.
 Все эти качественные соображения могут критиковаться и объясняться физическими и статистическими флуктуациями.
  
     Несколько другими словами.
    Уменьшается разброс энергетического выделения прежде всего за счёт отсутствия больших значений в одной станции, т.е. отсутствуют очень узкие ливни. Узкие ливни характерны для протонов. Поэтому это явление (также как и вкупе с отсутствием случаев с малыми значениями средних расстояний) указывает на обеднение протонной составляющей.
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Выступающий
Заметки для презентации
       Видно, что с ростом энергии (квадрат; круг; треугольник) распределения сдвигаются вправо вверх и становятся более компактными. Это естественная картина, обусловленная ростом первичной энергии. Рост среднего расстояния от оси обусловлен добавлением периферических детекторов. Рост средней энергии не противоречит утяжелению спектра; величина и скорость этого роста на имеющейся статистике не показывают значительных качественных скачков. Величина и скорость изменения верхних и нижних границ идентифицирующих функций не показывают значительных качественных изменений  массового состава.
        Отмеченные на предыдущем слайде в наименее  энергичном интервале (квадраты) два размытых кластера с координатами центров (1020,1.6) и (1150,1.5) при росте энергии  (круги, треугольники) продолжают размываться и в наиболее энергичном интервале начинает выделяться средняя часть вблизи центра тяжести.
      Здесь из левой части рисунка виден отмеченный выше сдвиг средних значений маргинальных распределений вместе с уменьшением их области определения. Изменение формы радиальных распределений сводится к тому, что в наиболее энергичной области распределение становится более плоским (приближается к равномерному). т.е. при наличии каскадов с малыми значениями  (лёгкая компонента), так и с большими (тяжёлая компонента) увеличивается доля событий соответствующих средней компоненте.
       Такое явление (увеличение доли средней компоненты) должно сопровождаться увеличением количества событий с энергией в области средних значений. Именно это и видно из правой части. Изменение формы энергетического распределения сводится к его уширению в области среднего. Заметим также, что для самого энергичного интервала отсутствие ливней с очень высокими показателями средней энергии нельзя рассматривать как отсутствие лёгкой компоненты, так как с ростом энергии ливень (даже фотонный) регистрируется большим количеством детекторов и явно выраженный энергетический пик (характерный для лёгкой компоненты) сглаживается усреднением. Также усреднением при имеющейся статистике может быть объяснено отсутствие ливней с очень низкими показателями средней энергии, характерными для тяжёлой компоненты. 
   Размывка кластеров с ростом энергии интервала  является причиной эволюции формы радиального распределения: два выраженных пика в наименее  энергичном интервале сливаются, а затем размываются вблизи средних значений самого энергичного интервала.
         Итак, анализ эволюции маргиналов (уплощение радиального и уширение энергетического   распределений) указывает, что утяжеление массового состава обусловлено ростом доли средней компоненты.
         Проведённое рассмотрение двумерных распределений и анализ маргиналов должны быть дополнены исследованием внутренних связей частных распределений. Распространённый пример внутренних связей – корреляционные связи, которыми конечно ограничиваться нельзя.   



Определение
 

копулы
 

(двумерной)
Двумерная

 
копула

 
C(u,v)

 
--

 
функция

 
такая, что

(граничное
 

условие)
(маргиналы

 
–

 
равномерные)

для
 

всех
 

и
(не

 
убывание)

для
 

всех
 

и

Выступающий
Заметки для презентации
     Для описания внутренних связей многомерного распределения естественно определить такую функцию, которая имеет только внутренние связи, т.е. её маргиналы – равномерные распределения.
     Для того, чтобы функция была функцией распределения, кроме нормировок на единичный куб нужно потребовать только её не убывание.
      Как «опорные точки» выделяются   МАКСИМАЛЬНАЯ копула (прямая четырёхугольная пирамида)
                                                            НЕЗАВИСИМАЯ               (четверть седла)
                                                             МИНИМАЛЬНАЯ              (прямая треугольная пирамида)       
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Выступающий
Заметки для презентации
Содержательность (эффективность) использования аппарата внутренних связей (копулы) при статистических исследованиях определяется теоремой СКЛЯРА.

А как додумались до теоремы Скляра?
Возможно так:
Копула определена на 012 и должна зависеть от маргиналов как от аргументов, значит это должны быть обратные маргиналов. Зависимость от маргиналов должна определяться именно рассматриваемой функцией.
                                                                     ВСЁ!!! 
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Выступающий
Заметки для презентации
Посмотрим наши построения на пробном камне -- нормальном распределении.
Нормальное распределение воспринимается как интеграл от плотности. Плотность помнят на память.
По теореме Скляра сразу получаем Сн копулу нормального распределения.
Можно ещё раз увидеть, что в случае независимых переменных (р=0) копула = произведению. Качественно увидеть, что отрицательная корреляция уменьшает копулу, а положительная увеличивает из–за знака р. Так что при отрицательных р копула – более «плоская». (см. сл.21 «граничные копулы»), чем независимая, а при положительных более «пузатая» (корреляция получается как мера кривизны горизонтальных сечений.)
/Выше (сл. 12 «многомерн. Норм») говорилось о нормальном распределении Нн (индекс н – нормальное, не «аш») и линейных связях.\ Заметим сейчас: если в этой (чисто гауссовой – всё только гауссово) копуле Сн подменить маргиналы, будет описание связей для другой функции Н1 (не нормальной, не чисто гауссовой Нн). Эта Н1 будет иметь свои маргиналы а связи – те же: линейные). Такая копула Сн для Н1 будет давать линейные (корреляционные) связи между подменёнными маргиналами. (Какая при этом будет Н1 - функция распределения – другое дело: она получится из обратной теоремы Скляра.)  В этом смысле Сн -- линейная копула. Это часто используют:  Смотрят сильно ли отличается такая линейная копула от исходной или сильно ли отличается Н1, получаемая с этой копулой, от исходной (проверяемой на возможность учёта только линейных связей Н), т.е. так решают вопрос можно ли в конкретном случае ограничиться учётом только линейных связей. Сами линейные связи (матрицу р) можно получить стандартными методами корреляционного анализа (пример того, что обещали на сл. 14 Многомерное нормальное) и учесть их линейной заменой переменных. Здесь пока всё как обычно.
         Попутно определим плотность копулы и получим выражение плотности распределения через плотность копулы.
      Отметим:
 -- ясный вид этого соотношения: межкоординатные связи входят единым сомножителем (фактором) к произведению плотностей маргиналов отдельных переменных (т.е. независимому случаю). (Вот пример выхода из той «замкнутой» теории.) 
  Слова «положим, что переменные независимы» означают тождественное приравнивание 1 плотности копулы -- сложного функционального сомножителя!!! Пример которого дан в правом нижем углу.
Учёт межкоординатных связей порождает сомножитель, который может быть очень далёк от единицы (как в некотором приведённом примере) и далёк от линейной копулы (вспомним, что она похожа на независимую, которая – 1\4 седла, а плотность не очень отличается от константы). В финансах это обстоятельство используется как инструмент повышения прибыли и понижения риска. Предположение, что в физике корректный учёт связей между случайными величинами может оказаться полезным, по моему мнению не абсурдно. Пример влияния этого члена на оценки, получаемые методом правдоподобия дан далее на сл. 36 (максимум правдоподобия).
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Выступающий
Заметки для презентации
Заметим сразу, что определения мер Тау и Ро как-то похожи на определение ковариации (и затем на привычный коэффициент корреляции) и дело не ограничивается внешней похожестью. Коэффициент корреляции – тоже мера связи, но мера только линейной связи. Отметим отличие мер Тау и Ро от Р:
Р – математическое ожидание, а Тау и Ро – вероятности.
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и
 

другую
 

интерпретацию
 

этой
 

же
 

меры: на
 сколько

 
данная

копула
 

отличается
 

от
 

независимой
 

копулы. Более
 

точно: каков
 объём

 
меж-

ду
 

поверхностями
 

данной
 

копулы
 

и
 

независимой. (Нормировки
 на

 
отрезок

[-1,+1] в
 

этих
 

интерпретациях
 

–
 

очевидны.)
Мера

 
Гини

 
может

 
пониматься

 
как

 
мера

 
асимметричности

 копулы.
Повторим

 
ещё

 
раз: и

 
меры

 
и

 
их

 
интерпретации

 
выбираются

 (или
 

могут
строиться

 
нужные

 
новые) в

 
соответствии

 
с

 
исследуемым

 явлением.
Имеющиеся

 
экспериментальные

 
данные

 
позволяют

 
построить

 С
 

--эмпири-
ескую

 
и

 
с

 
--

 
частотную

 
копулы.



Расчёт
 

мер

. Приведём
 

расчетные
 

формулы
 

для
 

выбранных
 

мер.
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Выступающий
Заметки для презентации
Кендал подсчитывается по частотной копуле, Срирман и Гини по эмпирической копуле.
Эти наиболее популярные меры могут быть определены, вычислены и интерпретированы без использования понятия копулы, которую можно рассматривать только как промежуточный в некоторых случаях удобный результат, но такое рассмотрение сужает возможности интерпретации и построения других необходимых мер. Построение нужной меры (нескольких мер) для определения массового состава при высоких энергиях – очередная задача.



Копула
 

и
 

частотная
 

копула
 

наиболее
 

энергичного
 

интервала
 

(10-50)ЕэВ
•

 

.
•

 

.
•

 

.
•

 

.
•

 

.
•

 

.

.

.

.

.

.
. Эмпирическая

 

(слева) и

 

частотная

 

(справа) копулы

 

функции

 

распределения

 

<ri> -

 

средних

 значений

 

расстояний

 

сработавших

 

детекторов

 

и

 

lg<ei> -

 

логарифмов

 

средних

 зарегистрированных

 

ими

 

энергий

 

от

 

ливней

 

в

 

интервале

 

(10.0 –

 

50.0) ЕэВ

Из

 

рисунка

 

видно, что

 

рассматриваемая

 

копула

 

несколько

 

(                   ) ниже

 

четверти

 

седла
(независимой

 

копулы), причём

 

в

 

области

 

побочной

 

диагонали

 

(        ) наблюдается

 

некоторое
возвышение

 

особенно

 

заметное

 

у

 

концов

 

диагонали. Количественно

 

это

 

подтверждается
приведёнными

 

значениями

 

мер. Частотная

 

копула

 

явно

 

показывает

 

обеднение

 

на

 

главной

 

и
обогащение

 

на

 

побочной

 

что

 

подтверждается

 

значением

 

(                 ) меры

 

Гини.

25.0
1 vu
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Выступающий
Заметки для презентации
Вспоминая грубую интерпретационную модель: лёгкая компонента – малые r (соответственно малые u  и i) и большие ei (соответственно большие u  и i), тяжёлая – всё наоборот, можно понимать возвышение у концов побочной диагонали как присутствие лёгкой и тяжёлой компонент, а возвышение в её центральной части – доля средней компоненты, что, как главное, и отмечается наибольшим значением из рассматриваемых мер – мерой Гини. Это рельефно показывается сливающимися столбцами частотной копулы и практически нулевой мерой Кендала.



Заключение

•
 

Скромная
 

статистика
 

(1% всех
 

имеющихся
 

у
 

коллаборации
 ОЖЕ

 
данных, 106 событий

 
в

 
самом

 
высокоэнергичном

 интервале
 

(1 –
 

5)·1019эВ) заставляет
 

ограничиться
 

только
 качественным

 
уровнем

 
исследования. 

•
 

Резких,  существенных
 

изменений
 

массового
 

состава
 имеющиеся

 
данные

 
(с

 
учётом

 
отмеченного

 
выше

 
о

 недостаточности
 

доступной
 

статистики
 

при
 

E0

 

> 2·1019

 
(эВ)) 

в интервале
 

5·1018

 
--

 
5·1019(эВ)  не

 
показывают, но

 указывают
 

на
 

утяжеление
 

массового
 

состава. Это
 утяжеление

 
развивается

 
постепенно

 
с

 
ростом

 
энергии, 

имеет
 

сложный
 

характер, и
 

происходит
 

в
 

основном
 

за
 

счёт
 обогащения

 
более

 
тяжёлой

 
компонентой

 
группы

 
средних

 ядер
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.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Неформальное

 

рассмотрение

Эксперимент
 

функция
 

распределения
Функция

 
распределения

 
(или

 
её

 
плотность)          маргиналы,

но
 
маргиналы

 
функция

 
распределения

Для
 

определения
 

функции
 

распределения
 

необходимо
 

знание
 

межкоор-
динатных

 
(структурных, внутренних) связей.  (Коэффициент

 
корреляции

 пример
 

описания
 

линейных
 

внутренних
 

связей.)
Полностью

 
внутренние

 
связи

 
(и только они) описываются

 
копулой

 
–

 функцией, определяемой
 

исходным
 

распределением.                
Функция

 
распределения

 
маргиналы

 
+ копула

•
 

Теорема
 

Скляра
 

(маргиналы
 

–
 

непрерывны)

функция
 

единственный
 

набор
 

маргиналов
распределения

 
единственная

 
копула

«обратно»
любой

 
набор

 
n

 
одномерных

 
распределений

 
(маргиналов) + любая

 копула

единственная
 

функция
 

распределения.
Копула

 
–

 
тоже

 
специфическая

 
функция

 
распределения

 
той

 
же

 
размерно-

сти, что
 

и
 

исходная, специфика
 

в
 

том, что
 

все
 

её
 

маргиналы
 

--
 равномерные

 
распределения

 
на

 
[0,1].
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Выступающий
Заметки для презентации
Построение функции распределения обычно проводится на результатах моделирования  с привлечением теоретических соображений. Т.е. внутренние связи (особенно нелинейные) имеют элемент неопределённости (теоретического домысла). Для проверки этих «домыслов» необходимо точное, формальное описание внутренних связей, т.е. строгое функциональное соотношение между функцией распределения, маргиналами и копулой. Именно такое соотношение и выражается теоремой Скляра. Естественные технические приёмы (единичный квадрат как область определения, нулевые граничные условия, равномерные распределения как маргиналы) порождают то свойство копулы, что копула описывает:

 связи и только связи

2. все связи

     Таким образом разделяется смысловая сторона исследования (аналогично обычному разделению переменных), т.е. копула также является инструментом проверки теоретических предпосылок (утверждений) путём сравнения получающихся различных функций распределения при различных вариантах идентификаторов, набора маргиналов и теоретических посылок.

        

.
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