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Структура амплитуды с фермионами

2. Структура амплитуды с фермионами

Амплитуда процесса в квантовополевых теориях представляет
собой в заданном порядке теории возмущений, сумму матричных
элементов, каждому из которых можно сопоставить некоторую
диаграмму Фейнмана. Следовательно, для того чтобы получить
выражение амплитуды процесса в терминах скалярных произведений
векторов реакции, необходимо последовательно вычислить матричные
элементы.
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Структура амплитуды с фермионами

Матричный элемент реакции с фермионами спина 1{2 имеет вид

C
¹

i

ενi
µi
pkiq

¹
j

w̄λj
ppj , sjqQj wλ1j

�
p1j , s

1
j

�
, (2.1)

где функции εi являются векторами поляризации векторных бозонов
с импульсом ki и поляризацией νi. Операторы Qj представляют
собой комбинацию произведений матриц Дирака. Функции w̄ и w
являются спинорами Дирака (u или υ для фермионов и антифермионов
соответственно). В том случае, если участвуют частицы спина
3{2, 2 и выше, то возможны более сложные структуры, связанные
с векторами поляризации. В константу C включаются скалярные
факторы– константы взаимодействий, петлевые интегралы, числовые
множители и т.д..

В этой связи возникает необходимость следующего шага:
преобразование (вычисление) соответствующих каждой диаграмме
математических выражений в виде скалярных функций.
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Структура амплитуды с фермионами

В данной работе рассмотрим методы вычислений, связанных с
преобразованиями структур, возникающих при наличии в реакциях
взаимодействия фермионов спина 1{2 , в явно скалярные функции. При
этом, основной упор сделаем на методах аналитического вычисления
подобных структур.
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Структура амплитуды с фермионами

Этапы

Исходя из структуры (2.1), можно выделить следующие шаги по
преобразованию ее в явно скалярную функцию:
• Вычисление cпинорной части матричного элемента, т.е. выражений

типа
MB,A

λp,λk
pp, sp; k, skq � w̄B

λp
pp, spqQ wA

λk
pk, skq , (2.2)

где

wA
λ pp, spq �

"
uλ pp, spq , если A � 1,
υλ pp, spq , если A � �1 .

(2.3)

• Свертка выражений, содержащих лоренц-индексы между собой, если
таковые имеются. Такие ситуации возникают, если оператор Q
является лоренц-тензором.
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Структура амплитуды с фермионами

Основной вычислительной задачей по преобразованию матричного
элемента в скалярные произведения или в компоненты
векторов процесса является задача по расчету выражения (2.2)
соответствующего незамкнутой фермионной линии в диаграмме
Фейнмана. Большинство методов расчетов амплитуд реакций связано
именно с решением этой задачи.

В настоящее время стандартным методом вычисления амплитуд процессов
стал метод расчета матричного элемента M , а не его квадрата модуля |M |2
путем сведения к шпуру от произведений матриц Дирака.
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций

3. Некоторые сведения из релятивистской теории реакций

Непосредственный расчет диаграмм Фейнмана может быть
существенно упрощен при использовании элементов общей теории
релятивистских реакций.

Далее приведем ту часть информации, которая будем использованы при
расчете матричных элементов реакций.
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Рассмотрим релятивистскую частицу с массой m и спином s.
Для ее описания вводят систему базисных состояний (векторов
в гильбертовом пространстве). Все возможные вектора состояний
частицы образуют комплексное гильбертово пространство, в котором
действует неприводимое представление группы Пуанкаре. Наиболее
удобными являются ортогональные базисы, состоящие из собственных
векторов максимального набора коммутирующих наблюдаемых. По
собственным значениям полного наборов операторов, составленных
из генераторов группы Пуанкаре, классифицируются векторы
соответствующего пространства представлений.

Рассмотрим случай массивной частицы с 4-импульсом p, спином s и проекцией
спина λ, вектор состояния которой обозначим как

|p, λy . (3.1)
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Масса частицы mp и спин s определяются через собственные значения двух
инвариантных операторов Казимира группы Пуанкаре

PµPµ |p, λy � m2 |p, λy , (3.2)

WµWµ |p, λy � m2 s ps� 1q |p, λy . (3.3)

В уравнениях (3.2) и (3.3): Pµ– оператор 4-импульса частицы; Wµ–оператор
Паули-Любанского

Wµ � 1
2
εµνρτPν Mρτ , (3.4)

который определяются с помощью генераторов группы Лоренца Mρτ .
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Для операторов Паули-Любанского и 4-импульса выполняются
следующие соотношения

WµPµ � pWP q � 0 , (3.5)
rWµ, P σs � WµPσ � PσWµ � 0 , (3.6)
rWµ,Wσs � iεµσαβWαP β . (3.7)

Для получения трехмерного аналога оператора спина S � pS1 , S2,
S3q используем ортонормированный базис пространства Минковского
(тетраду) lA ppq, pA � 0, 1, 2, 3q. Поскольку вследствие (3.5) W0 � 0,
то с помощью оставшихся трех ненулевых компонент Wi, pi � 1, 2, 3q
определим операторы проекций спина для релятивистской массивной
частицы

Si � �pli ppqW q
mp

. (3.8)
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Исходя из уравнений (3.6) и (3.7), получим, что оператор S
удовлетворяет стандартным коммутационным соотношениям
оператора спина �

S2, S3

� � 0 , rSi, Sjs � iεijkSk , (3.9)

а также, что

S2 |p, λy � s ps� 1q |p, λy , s � 0, 1{2, 1, 3{2, . . . . (3.10)

Оператор проекции спина S3 (3.8) на заданную (но произвольную) “ось
Z”, удовлетворяющий соотношению

S3 |p, λy � �pl3 ppqW q
mp

|p, λy � λ |p, λy , (3.11)

λ � �s,�s� 1, . . . , s .

используют для идентификации вектора состояния частицы |p, λy.
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

С помощью операторов S1 и S2 определяют неэрмитовые операторы
понижения и повышения значений проекций спина

Sδ � S1 � i δS2 , S:
δ � S�δ , pδ � �1q . (3.12)

C помощью операторов повышения и понижения спина мы имеем возможность
фиксировать фазу вектора состояния частицы, связанную со спиновыми
переменными посредством выбора чисел α ps, λq или φ ps, λq.

Таким образом, базис неприводимого представления используется для
описания состояния релятивистской частицы с импульсом p, массой
mp, а также спином s и его проекцией λp на некоторую ось из тетрады
lA ppq. Определение такой тетрады является неотъемлемой частью
векторов состояний частицы.
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Любой кет-вектор (3.19) можно получить из состояния стандартного импульса
с помощью некоторого представления группы Лоренца UpLq (cм., например,
1a). Такая процедура позволяет фиксировать относительные фазы базисных
векторов.

aNovozilov72,Verle69

Далее для сокращения записи для матриц представлений будет
использовать замену виду

UpLpAqq Ñ LpAq . (3.13)
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Для массивной частицы состоянием стандартного импульса является
базисный вектор в системе покоя |0, 0, 0, λy с определенным значением λ, т. е.
состояние с 4-импульсом

�
p µ � m t1, 0, 0, 0u . (3.14)

Векторы |p, λy строятся с помощью подходящих преобразований Лоренца,
примененных к состоянию стандартного импульса.

Так для преобразования буста L pVpq без вращений имеем, что

p � L pVpq �p � tωm ppq ,pu �
� tωm ppq , |p| sin θ cos φ, |p| sin θ sinφ, |p| cos θu . (3.15)

Тогда
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

|p, λyZ � L pVpq |0, 0, 0, λyZ , (3.16)

где проекция спина λ определяется как проекция на ось Z.

Спиральные состояния

Для спиральных состояний в качестве преобразования от системы
покоя частицы массы m к системе, в которой ее 4-импульс равен p
используется преобразование Лоренца

Hp pθ, φq � R pφ, θ,�φqLz pVpq , (3.17)

где Lz pVpq преобразование буста вдоль оси Z, а преобразование
R pφ, θ,�φq задает поворот от оси Z к импульсу p с азимутальными
углами φ и θ .
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Тогда вектор |p, λy определенный преобразованием

|p, λyH � Hp pθ, φq |0, 0, 0, λyZ � R pφ, θ,�φqLz pVpq |0, 0, 0, λyZ (3.18)

задают состояние частицы с проекцией спина на ось параллельной импульсу
p (спиральные спиновые состояния).

Далее будем рассматривать только спиральные состояния, поскольку
они позволяют получать наиболее компактные выражения для
матричных элементов. Запишем вектор состояния частицы с
спиральностью λ как функцию сферических углов частицы опуская
символ H, т.е.

|p, λyH � |p, θ, φ, λy , p � |p| . (3.19)
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Как известно, невозможно дать такое определение векторов |p, θ, φ, λy,
которое было бы непрерывно при всех углах θ и φ. Если импульс p
параллелен или антипараллелен оси Z, обычно определяют следующим
образом a

awerle1970

|p, 0, 0, λy � Lz pVpq |0, 0, 0, λy ,

|p, π, 0, λy � |�p, 0, 0, λy � L�z pVpq |0, 0, 0,�λy , (3.20)

соответственно.
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Некоторые сведения из релятивистской теории реакций Базиc одночастичного представления

Известно, представление со спиральностью для m � 0 может быть
получено из представления (3.18) c m � 0 предельным переходом.
Поэтому для получения векторов состояний частиц с нулевой массой
покоя в качестве стандартного импульса вида

�
p µ � t1, 0, 0, 1u . (3.21)

Предельный переход при m Ñ 0 дает нам искомый результат для
вектора состояния безмассовой частицы с 4-импульсом

pµ � |p| t1, sin θ cos φ, sin θ sinφ, cos θu . (3.22)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада

4. Базис пространства Минковского и изотропная тетрада

В пространстве Минковского c метрическим тензором

g �

����
1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

���
 (4.1)

определим ортонормированную тетраду из 4-векторов lA , которые
удовлетворяют следующим соотношениям:

plAlBq � gA B , plAqB � gA B , A,B � 0, 1, 2, 3 , (4.2)

εµνρσ plAqµ plBqν plCqρ plDqσ � εABCD, ε0123 � 1 . (4.3)

Формула (4.3) отражает условие того, что тетрада ортонормированных
векторов lµ имеет фиксированную ориентацию в пространстве Минковского.
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада

Данная тетрада, удовлетворяющая уравнениям (4.2) и (4.3) может быть
построена из числовых 4-векторов:

pl0qµ � lµ0 � t1, 0, 0, 0u , pl1qµ � lµ1 � t0,�1, 0, 0u ,

pl2qµ � lµ2 � t0, 0,�1, 0u , pl3qµ � lµ3 � t0, 0, 0,�1u . (4.4)

Базис (4.4) можно связать с векторами стандартного импульса частицы
�
p как

для массивной частицы, так и безмассовой частицы (см. формулы (3.14) и
(3.21)).

Компоненты метрического тензора g можно представить в виде
линейной комбинации матриц-диад, составленных из векторов (4.4)

gµν � lµ0 � lν0 � lµ1 � lν1 � lµ2 � lν2 � lµ3 � lν3 . (4.5)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Изотропная тетрада

Используя векторы lA, определим светоподобные векторы, которые
образуют изотропную тетраду в пространстве Минковского (об
изотропной тетраде см. a):

bρ � pl0 � ρ l3q
2

, nλ � pλ l1 � i l2q
2

, pρ, λ � �1q . (4.6)

aBorodulin95-CORE

Из соотношений (4.2), (4.5) и (4.6) следует:

pbρb�λq � δλ, ρ{2 , pnλn�ρq � δλ, ρ{2 , pbρnλq � 0 , (4.7)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Изотропная тетрада

gµν �
¸

λ��

�
b̃µ
λ � bν

�λ � ñµ
λ � nν

�λ

�
, (4.8)

где
b̃ρ � 2 bρ, ñλ � 2 nλ . (4.9)

Согласно (4.7) и (4.8) векторы изотропной тетрады bλ и nρ определяют
две ортогональные гиперплоскости в пространстве Минковского.
Векторы базиса изотропной тетрады могут выбраны в виде числовых
векторов

pb�qµ � 1
2
t1, 0, 0,	1u , pn�qµ � 1

2
t0,�1, i, 0u . (4.10)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Как мы уже отмечали, любой вектор состояния частицы можно

получить из состояния стандартного импульса
0
p с помощью некоторого

представления группы Лоренца U rLs (cм., например, a). Таким
образом, числовой базис (4.4) может быть выбран для описания
векторов состояния частицы в системе покоя для массивной частицы
или для стандартного состояния частицы массы ноль. Как отмечено
в b, такой базис используется для описания спиновых свойств
элементарных частиц.

aNovozilov72,Verle69
bBiderxanLauk84t1t2

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 33 / 136



Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Если L pVpq является преобразованием от системы покоя частицы
массы mp к системе, в которой ее 4-импульс равен p:

L pVpq �p � mpL pVpq l0 � p , (4.11)

то можно определить базис для описания состояния частицы с 4-
импульсом p посредством соотношения

li ppq � L pVpq li , i � 1, 2, 3 ,

l0 ppq � p

mp
� Vp . (4.12)

Соответственно, изотропная тетрада импульса p и тетрада (4.10)
связаны формулами

bp
λ � L pVpq bλ ,

np
λ � L pVpq nλ . (4.13)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Используя соотношения (4.5) и свойства преобразований Лоренца

gµν � Lα
µLβ

ν gαβ (4.14)

метрический тензор можно записать в терминах локальной тетрады
(4.12) импульса p или изотропной тетрады (4.13)

gµν � lµ0 ppq � lν0 ppq �
3̧

i�1

lµi ppq � lνi ppq �

�
¸

λ��

�
pb̃p

λqµ �
�
bp
�λ

�ν � pñp
λqµ � pnp

�λqν
�

. (4.15)

Явный вид тетрады импульса p определяется видом преобразования вектора

состояния частицы из состояния стандартного импульса
0
p к состоянию с 4-

импульсом p �  
ωmp

ppq ,p(.
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Так для преобразования буста L pVpq без вращений имеем, что
контрвариантные компоненты пространственно подобной части
тетрады li ppq определяется посредством формул (см., например, a)

lippq �
#
ppliq
mp

, �li � p ppliq
mp

�
ωmp

ppq �mp

�+ , pi � 1, 2, 3q . (4.16)

aBilenky90,Bogush87

Для спиральных состояний с помощью (3.17) с сферическими углами
φp, θp находим, что

lµ3 ppq � p�1q
" |p|

mp
,

ωmp
ppq

mp
p̂
*

, (4.17)

где компоненты единичного трехмерного вектора p̂ задаются формулой

p̂ � tsin θp cos φp, sin θp sinφp, cos θpu . (4.18)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Для векторов изотропной тетрады получаем, что

bp
A � eA χp R pφp, θp,�φpq bA � eA χp pA , (4.19)

где введена функция, зависящая от быстроты массивной частицы χp

e�χp � ωmp
ppq � |p|
mp

(4.20)

и светоподобный вектор

pµ
� � 1

2
t1,�p̂u � 1

2
t1, � sin θ cos φ, � sin θ sinφ,� cos θu . (4.21)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Для комплексной части тетрады имеем, что

pnp
σqµ � Rµ

ν pφp, θp,�φpq nν
σ �

� 1{2  0, σ
�
sin2pθp{2qe2iσφp � cos2pθp{2q

�
,

�i
�
cos2pθp{2q � sin2pθp{2qe2iσφp

�
, σ sin pθpq eiσφp

(
, A, σ � �1,(4.22)

Используя формулы (4.15) и (4.19) можно переписать метрический
тензор виде

gµν �
¸

σ��

pp̃σqµ � pp�σqν � pñp
σqµ � pnp

�σqν , (4.23)

где

p̃σ � 2 pσ, ñp
σ � 2 np

σ . (4.24)
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Базис пространства Минковского и изотропная тетрада Тетрада импульса p

Локальная тетрада светоподобного вектора p определяется с помощью
преобразования (3.17), так как для безмассовых частиц проекцией спина
является спиральность. При этом векторами изотропной тетрады являются
векторы bp

A � pA и np
σ (смотри формулы (4.21) и (4.22)).

Из этого следует, что метрический тензор в терминах локальной тетрады
импульса p для частицы c p2 � 0 определяется формулой (4.23), как и для
частицы с ненулевой массой покоя.
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

5. Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона

5. 1. Фермион, бозон

Рассмотрим более детально описание спиновых состояний для фермионов
спина 1{2 и векторных бозонов.

Как известно, состояние векторного поля описывается в импульсном
пространстве четырехкомпонентной функцией εµ ppq, которая
удовлетворяют условию

pp ε ppqq � 0 . (5.1)

Такие векторы часто называют векторами поляризации.
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Для массивного векторного бозона векторы поляризации ετ ppq , pτ � 0,�1q
могут быть определены через пространственно-подобную часть локальной
тетрады на пространстве:

ε0 ppq � �l3 ppq , σ � 0 ,

εσ ppq � ñp
σ?
2

, σ � �1 . (5.2)

Из формулы (5.2) находим, что

ε�σ ppq � p�1qτε�σ ppq . (5.3)

Отметим, также что из формул (4.15), (5.3) и того, что l0ppq � p{mp получим,
что

gµ ν � pµpν

m2
p

�
¸

τ�0,�

εµ
τ ppq � ε� ν

τ ppq . (5.4)
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Фермионы

Состояния массивных фермионов и антифермионов спина 1{2 с 4-
импульсом p массой покоя mp описываются биспинорами uppq и υ ppq,
которые удовлетворяют уравнениям в импульсом пространстве

pp̂�mpquλp
ppq � 0 , (5.5)

pp̂�mpq υλp
ppq � 0 , (5.6)

где p̂ � pµγµ определена с помощью матриц Дирака γµ.

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 42 / 136



Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Так как спин частиц фиксирован, то для однозначной идентификации
спиновых состояний фермиона достаточно ограничиться уравнением
Дирака (5.5) и соотношением

S3uλp
ppq � λp

2
uλp

ppq , pλp � �1q (5.7)

с условием
rp̂, S3s � p̂ S3 � S3 p̂ � 0 . (5.8)
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Найдем вид спиновых операторов в биспинорном пространстве для
фермионов спина 1{2, используя то, что генераторы группы Лоренца
определяются соотношением

Mµν � i
4
pγµγν � γνγµq � σµν

2
. (5.9)

Тогда оператор Паули-Любанского массивного фермиона спина 1{2
представляется в виде

Wα � 1
2
γ5 pγαp̂� pαq . (5.10)
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Тогда релятивистки ковариантное выражение для оператора проекции
спина

S3 � � pl3ppqW q
mp

� pspW q
mp

(5.11)

c учетом того, что
psp pq � 0, s2

p � �1 (5.12)

записывается следующим образом (см., например, a):

S3 � γ5ŝpp̂

2mp
. (5.13)

aBilenky90,Bogush87

Легко убедиться, что полученный оператор S3 коммутирует с оператором p̂.
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

С учетом вышеизложенного уравнение (5.7) принимает вид:

γ5ŝpuλp
ppq � λpuλp

ppq , pλp � �1q , (5.14)

где мы учли, что биспинор uλp
ppq удовлетворяет уравнению (5.5).

Аналогичное построение можно проделать и для антифермиона.

Оператор повышения и понижения проекции спина

Sσ � p�σq γ5n̂
p
σ , σ � �1 (5.15)

в данном случае служит для фиксации фазы биспиноров.
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Для характеристики состояний фермиона спина 1{2 могут быть использованы
следующий набор тетрадных векторов:

l0ppq � p

mp
, sp � �l3ppq ,

�σnp
σ � 1

2
pl1ppq � iσl2ppqq , σ � �1 . (5.16)
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Рассмотрим теперь безмассовые фермионы. В случае после
алгебраических преобразований получим, что для безмассовых
состояний выполняется операторное уравнение

Wµ � S3Pµ . (5.17)

Можно показать, что ось проекции спина определяется 3-импульсом
частицы p. Такие поляризационные состояния называют спиральными.
Используя произвольный 4-вектор ηµ, не совпадающий с 4-импульсом
pµ, оператор спиральности можно записать в виде

S3 � �1
2

ερτνµMρτpνηµ

pηpq . (5.18)

Как и в случае массивной частицы, для безмассовых состояний оператор S3

служит для идентификации вектора состояния, а операторы повышения и
понижения спина для фиксации фазы этого вектора.
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Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона Фермион, бозон

Ковариантное выражение оператора проекции спина получим с помощью
соотношений (5.10) и (5.18)

S3 � γ5

2
� γ5η̂p̂

pηpq . (5.19)

Подставляя (5.19) в уравнение (5.7), получим, что

γ5 uλp
ppq � λp uλp

ppq , pλp � �1q . (5.20)

При этом мы учли, что
p̂ uλp

ppq � 0 . (5.21)
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5. 2. О тетрадных и физических векторах спиральных состояний

Для описания состояний фермионов спина 1{2 с 4-импульсом

pµ � m Hppθ, φql0 � tωm ppq ,pu �
� tωm ppq , |p| sin θ cos φ, |p| sin θ sinφ, |p| cos θu (5.22)

полезно ввести вспомогательные векторы

ξp
λ �

1
2
pp� λ mpspq � mp bp

λ , λ � �1 , (5.23)

ηp
σ � �np

σ , σ � �1 . (5.24)

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 50 / 136



Спиновые состояния фермиона спина 1{2 и векторного бозона О тетрадных и физических векторах спиральных состояний

Векторы (5.23) и (5.24) удовлетворяют соотношениям

ξp
A � Hppθ, φqpmpbAq � pωm ppq �Apq pA � Wp

ApA , (5.25)
ηp
� � p�1qHppθ, φqn� � p�1qnp

� , (5.26)

где pµ
A и np

σ определяются формулами (4.22) и (4.21), а функция Wp
�

уравнением
Wp

� � �
ωmp

ppq � |p|� � mp exp p�χpq . (5.27)

Спиральные состояния массивного бозона характеризуется векторами
поляризации (5.3), явных вид которых может быть найден с помощью
формул (4.22), (4.17) и (4.18):

εµ
0 ppq � sµ

p � ωm ppq
m

" |p|
ωm ppq , sin θ cos φ, sin θ sinφ, cos θ

*
, (5.28)
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εµ
σ ppq �

?
2
 
0, σ

�
sin2pθ{2qe2iσφ � cos2pθ{2q� ,

� i
�
cos2pθ{2q � sin2pθ{2qe2iσφ

�
, σ sin pθq eiσφ

(
, σ � �1 . (5.29)
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6. Безмассовые базисные биспиноры

Напомним, что при определении спиноров Дирака в качестве спинового
индекса используем удвоенное значение проекции спина (�1).

Определение. С помощью векторов изотропной тетрады (4.7)
определим безмассовые базисные биспиноры (далее для сокращения
будем назвать иногда их базисными спинорами) uλ pb�q и uλ pb�q:

b̂�uλ pb�q � 0 , uλ pb�q � b̂�u�λ pb�q , (6.1)

ωλuλ pb�q � uλ pb�q (6.2)

с проективной матрицей

ωλ � 1
2
pI� λγ5q (6.3)
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и условием нормировки

uλ pb�q ūλ pb�q � ωλb̂� . (6.4)

Для того чтобы, редуцировать набор базисных спиноров uλ pb�q
потребуем выполнения фазового соглашения,которое в случае
безмассовых частиц будет определять связь между биспинорами с
разной спиральностью:

n̂� u�λ pb�q � �uλ pb�q . (6.5)
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Соотношения (6.1), (6.2) и (6.5) можно записать в обобщенном виде:

b̂ρuλ pbAq � δρ,�Au�λ pb�Aq , (6.6)

ωλuρ pbAq � δρ,λ uλ pbAq , (6.7)

n̂ρuλ pbAq � p�Aq δρ,�A�λ u�λ pbAq , pA, ρ, λ � �1q . (6.8)

Условие полноты. Важным свойством биспиноров (6.6) является
соотношение полноты, которое доказывается с помощью (6.6), (6.7)
и (6.4), записывается в виде¸

λ,A��

u�λ pb�Aq ūλ pbAq � I . (6.9)

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 55 / 136



Безмассовые базисные биспиноры

Спинорные произведения базисных биспиноров (6.1) задаются
простыми соотношениями

ūλ pbCquρ pbAq � δλ,�ρ δC,�A . (6.10)

Матрицу-диаду базисных биспиноров можно представить в виде

uσ pbAq � ūρ pbCq � ωσ

�
b̂A δC,A �A n̂Aσ δC,�A

	
δρ,σ �

�1
2

δρ,�σ

�
δC,�A ωσ �

�
b̂Ab̂�A � n̂�Aσn̂Aσ

	
δC,�A �

�2A b̂A n̂Aσ δC,A

�
. (6.11)
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7. Основные уравнения метода базисных спиноров

Используя, что
gµν �

¸
λ��

�
b̃µ
λ � bν

�λ � ñµ
λ � nν

�λ

�
(7.1)

матрицу Дирака γµ можно переписать в виде

γµ �
¸

λ��

�
b̃µ
λ b̂�λ � ñµ

λ n̂�λ

�
. (7.2)
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С помощью уравнений (6.6), (6.8) и (7.2) найдем действие матриц
Дирака на базисные спиноры

γµuλ pbAq � b̃µ
A u�λ pb�Aq �A ñµ

Aλ u�λ pbAq , (7.3)

ūλ pbAq γµ � b̃µ
A ūλ pb�Aq �A ñ�µ

Aλ ūλ pbAq �
� b̃µ

A ūλ pb�Aq �A ñµ
�Aλ ūλ pbAq . (7.4)

Произведение n матриц Дирака Sn � γµ1γµ2 � � � γµn при действии на
базисные спиноры генерирует конструкцию вида

γµ1γµ2 � � � γµnuλ pbAq �
� Btµ1���µnu

A1n,λ1n
uλ1n

�
bA1n

��N tµ1���µnu
A1n,λ1n

uλ1n

�
b�A1n

�
. (7.5)
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Далее для тензоров B и N будем использовать следующие обозначения

Btµ1,���µnu
A,λ � B

�
1, n
A, λ

�
, N tµ1,���µnu

A,λ � N
�

1, n
A, λ

�
, (7.6)

Btµ,ν,α,..u
A,λ � B� µ, ν, α, ..

A, λ

�
, N tµ,ν,α,..u

A,λ � N � µ, ν, α, ..
A, λ

�
, (7.7)

λ1n � p�1qn λ , A1
n � p�1qn A . (7.8)

Функции B
�

1, n
A, λ

�
, N

�
1, n
A, λ

�
являются лоренц-тензорами, определяемые

посредством векторов изотропной тетрады (4.6).
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С помощью соотношений (7.3) и (7.5) получим рекуррентное
соотношение для лоренц-тензоров B

�
1, n
A, λ

�
и N

�
1, n
A, λ

�
в виде

B
�

1, n
A1n , λ1n

�
� B

�
1, k

A1n , λ1n

�
B
�

k � 1, n
A1n�k , λ1n�k

�
�

�N
�

1, k
�A1n , λ1n

�
N
�

k � 1, n
A1n�k , λ1n�k

�
, (7.9)

N
�

1, n
A1n , λ1n

�
� N

�
1, k

A1n , λ1n

�
B
�

k � 1, n
A1n�k , λ1n�k

�
�

�B
�

1, k
�A1n , λ1n

�
N
�

k � 1, n
A1n�k , λ1n�k

�
(7.10)

или

B
�

1, n
A, λ

�
� B

�
1, k
A, λ

�
B
�

k � 1, n
A1k , λ1k

�
�N

�
1, k
�A, λ

�
N
�

k � 1, n
A1k , λ1k

�
, (7.11)

N
�

1, n
A, λ

�
� N

�
1, k
A, λ

�
B
�

k � 1, n
A1k , λ1k

�
� B

�
1, k
�A, λ

�
N
�

k � 1, n
A1k , λ1k

�
. (7.12)
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Как следует из (7.3) и (7.5)

B
� µ

A, λ

� � b̃µ
�A, N

� µ
A, λ

� � A ñµ
A�λ , B

�
tu

A, λ

�
� I , N

�
tu

A, λ

�
� 0 .(7.13)

Рекурсивные соотношения (7.11) и (7.12) для k � 1 pn � 1 ¡ 0q
определяются уравнениями

B
�

1, n
A, λ

�
� b̃µ

�A B
�

2, n
�A, �λ

�
�A ñµ

�A λN
�

2, n
�A, �λ

�
, (7.14)

N
�

1, n
A, λ

�
� A ñµ

Aλ B
�

2, n
�A, �λ

�
� b̃µ

AN
�

2, n
�A, �λ

�
. (7.15)
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Например, для произведения двух γ-матриц Q � γµγν с помощью
(7.14) и (7.15) и (7.13) получим

B
� µ, ν

A, λ

� � B
� µ

A, λ

�
Br ν

�A, �λ s �N
� µ
�A, λ

�
N r ν

�A, �λ s �
� b̃µ

�Ab̃ν
A � ñµ

�Aλñν
Aλ , (7.16)

N
� µ, ν

A, λ

� � N
� µ

A, λ

�
Br ν

�A, �λ s � B
� µ
�A, λ

�
N r ν

�A, �λ s �
� A

�
ñµ

Aλb̃ν
A � b̃µ

Añν
Aλ

	
. (7.17)

Для трех γ-матриц Q � γµγνγα из формул (7.14) и (7.15) для k � 2 получим,
что соответствующие тензоры определяются уравнениями:
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B
� µ, ν, α

A, λ

� � B
� µ, ν

A, λ

�
Br α

A, λ s �N
� µ, ν
�A, λ

�
N r α

A, λ s �
� B

� µ, ν
A, λ

�
b̃α
�A �A ñα

A λN
� µ, ν
�A, λ

�
, (7.18)

N
� µ, ν, α

A, λ

� � N
� µ, ν

A, λ

�
Br α

A, λ s � B
� µ, ν
�A, λ

�
N r α

A, λ s �
� N

� µ, ν
A, λ

�
b̃α
�A �AB

� µ, ν
�A, λ

�
ñα

Aλ , (7.19)

где B
� µ, ν

A, λ

�
и N

� µ, ν
A, λ

�
задаются формулами (7.16) и (7.17).
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Для произведения из пяти матриц Q � γµγνγαγβγτ несложно
получить

B
�

µ, ν, α, β, τ
A, λ

�
� B

� µ, ν
A, λ

�
B
�

α, β, τ
A, λ

�
�N � µ, ν

�A, λ

�
N
�

α, β, τ
A, λ

�
, (7.20)

N
�

µ, ν, α, β, τ
A, λ

�
� N

� µ, ν
A, λ

�
B
�

α, β, τ
A, λ

�
� B� µ, ν

�A, λ

�
N
�

α, β, τ
A, λ

�
, (7.21)

где необходимые компоненты вычисления определяются уравнениями
(7.16)-(7.17) и (7.18)-(7.19)

.
Таким образом система рекурсивных соотношений (7.9), (7.10) или (7.11) и
(7.12) позволяет редуцировать функции B и N в лоренц-тензоры с меньшей
размерностью, а также записать их в терминах векторов изотропной тетрады.
Это позволяет рассчитывать блоки меньшей размерности и использовать их
как ингредиенты (готовые функции) для тензоров более высокой размерности.
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Эти рекуррентные соотношения легко реализовать на одном из языков
аналитического программирования с целью расчета матричных элементов a.

aAndreev2006

Уравнения (6.6)–(6.10) и (7.3) составляют основу метода базисных спиноров
(МБС), который позволяет легко, без вычисления шпуров и использования
специальных приемов спинорной техники, рассчитать матричный элемент
(2.2) как явно скалярную функцию.
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8. Базисные спиноров и преобразования Лоренца

Рассмотрим некоторые свойства базисных спиноров под действием
преобразований представлений группы Пуанкаре.

Матрица, которая трансформирует вектор состояния частицы массы
m в системе покоя в движущееся вдоль оси Z с импульсом p
(соответственно с 4-скоростью Vp � p{mp), запишется в виде

Lz pVpq � cosh pχp{2q I� γ3γ0 sinh pχp{2q , |p| � p . (8.1)

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 66 / 136



Базисные спиноров и преобразования Лоренца

Базис пространства Минковского (4.2) и тригонометрическое
представление функций coshx и sinhx позволяют трансформировать
(8.1) в

Lz pVpq �
¸

ρ��

1
2

exp
�
ρ

χp

2

	�
I� ρl̂3 l̂0

	
, ρ � �1 . (8.2)

С помощью (8.2) несложно найти результат действия преобразования
представления буста Lz pVpq на базисные дираковские спиноры:

Lz pVpq uλ pbAq � exp
�
A

χp

2

	
uλ pbAq �

b
W p

A {mp uλ pbAq ,(8.3)

L�1
z pVpq uλ pbAq � exp

�
�A

χp

2

	
uλ pbAq �

b
W p

�A{mp uλ pbAq , (8.4)
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Действие вращения на базисный биспинор приводит к следующим
соотношениям:

R pφ, θ,�φquλ pbAq �
¸

C��

uλ pbCqD1{2
Cλ{2,Aλ{2 pφ, θ,�φq , (8.5)

R�1 pφ, θ,�φquλ pbAq �
¸

C��

uλ pbCqD� 1{2
Aλ{2,Cλ{2 pφ, θ,�φq , (8.6)
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9. Матричные элементы с базисными спинорами

Рассмотрим матричный элемент с базисными спинорами (6.1) вида

ΓC, A
ρ, σ rQs � ūρ pbCqQuσ pbAq , (9.1)

который назовем базовым матричным элементом.

С помощью условия полноты (6.9) легко показать, что для ΓC,A
ρ,σ rQ1Q2s

имеет место рекурсивное соотношение

ΓC, A
ρ, σ rQ1Q2s �

¸
D,λ��

ΓC, �D
ρ, �λ rQ1sΓD, A

λ, σ rQ2s . (9.2)

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 69 / 136



Матричные элементы с базисными спинорами

Отметим несколько очевидных свойств конструкции Γ (9.1):

Γ rQ1 �Q2s � Γ rQ1s � Γ rQ2s , Γ rconst�Qs � const Γ rQs .(9.3)

и

ΓC, A
ρ, σ

�
Sodd

� � δρ,σ ΓC, A
ρ, ρ

�
Sodd

�
, ΓC, A

ρ, σ rSevens � δρ,�σ ΓC, A
ρ, �ρ rSevens ,

(9.4)
где Sodd, Seven представляют произведение нечетного и четного числа
матриц Дирака.

С помощью, (6.10) и (7.3) несложно найти выражение для (9.1) в терминах
векторов изотропной тетрады b�, n� для различных видов оператора Q,
например для Q � γµ:

ΓC, A
ρ, σ rγµs � δρ,σ

�
δC,A b̃µ

A �A δC,�A ñµ
A�ρ

	
. (9.5)
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Для произведения Sn � γµ1γµ2 � � � γµn имеем, что

ΓC, A
ρ, σ rγµ1 � � � γµns � δρ,�σ1n

�
δC,�A1n B

�
1, n

A1n , σ1n

�
� δC,A1n N

�
1, n

A1n , σ1n

�	
. (9.6)

Для произведения Sn
R � γµnγµn�1 � � � γµ1 имеем, что

ΓC, A
ρ, σ rγµn � � � γµ1s �

� δρ,�σ1n

�
δC,�A1n

rB� n, 1
A1n , σ1n

�
� δC,A1n

rN �
n, 1

A1n , σ1n

�	
. (9.7)
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Поскольку для базового матричного элемента выполняется

ΓC, A
ρ, σ rSn

Rs �
�
ΓA, C

σ, ρ rSns�: , (9.8)

то можно получить соотношения, связывающие тензоры B
�

1, n
A, σ

�
,

N
�

1, n
A, σ

�
с rB� n, 1

A, σ

�
, rN �

n, 1
A, σ

�
:

rB� n, 1
A1n , σ1n

�
� B�

�
1, n

�A, �σ

�
, rN �

n, 1
A1n , σ1n

�
� N �

�
1, n

A, �σ

�
. (9.9)
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10. Базисные биспиноры импульса p

С помощью базисных спиноров (6.1) можно построить безмассовые
биспиноры импульса p, аналогично процедуре построения тетрадных
векторов импульса p.

Если Hppθp, φpq является преобразованием от системы покоя частицы к
системе с 4-импульсом p, то базисный спинор импульса p определяется
уравнением

uλ pbp
Aq � Hppθp, φpquλ pbAq �

� R pφp, θp,�φpqLz pVpq uλ pbAq , (10.1)

где Hp - оператор Вигнера в спиральном представлении a.

aWerle1970,Novozilov72
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Используя (10.1), можно ввести дополнительные безмассовые
биспиноры, связанные с импульсом p, такие как

uλ pξp
Aq �

?
mp uλ pbp

Aq , (10.2)

uλ ppAq � R pφp, θp,�φpquλ pbAq . (10.3)

Векторы ξp
A и pA определяются уравнениями (5.25) и (4.22).

С помощью уравнений (8.3) и (4.19) можно показать, что биспиноры (10.2) и
(10.3) связаны формулой

uλ pξp
Aq �

b
Wp

A uλ ppAq . (10.4)
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Легко заметить, что при m Ñ 0 выполняется соотношениеb
Wp

A Ñ δA,�

a
2 |p| . (10.5)

Тогда биспинор (10.2) редуцируется к биспинору безмассового
фермиона с импульсом p

uλ

�
ξp
�

� �a
2 |p| uλ pp�q � uλ ppq . (10.6)
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11. Свойства базисных биспиноров движущего фермиона

Для спирального преобразования Hp и формул (5.23), (5.24) и (7.3) путем
последовательных преобразований получим, что

γµuλ pbp
Aq � γµHp uλ pbAq �

�
�
b̃p

A

	µ

u�λ

�
bp
�A

��A pñp
Aλqµ u�λ pbp

Aq . (11.1)

Из формул (11.1), (10.2) и (5.25) следует, что

γµuλ pξp
Aq �

�
b̃p

A

	µ

u�λ

�
ξp
�A

��A pñp
Aλqµ u�λ pξp

Aq . (11.2)
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Уравнение (10.4) позволяет соотношение (11.2) представить в виде
аналогичном формуле (7.3):

γµuλ ppAq � pp̃Aqµ u�λ pp�Aq �A pñp
Aλqµ u�λ ppAq . (11.3)

Формулу (11.3) также легко получить, используя уравнения (10.3) и
(??). В уравнении (11.3) все функции не зависят от модуля |p| и
массы фермиона mp, а зависят только от углов θp и φp, в отличие
от соотношения (11.2).

Соотношение (11.3) позволяет редуцировать “действие” γ-матрицы на
биспиноры uλ pζp

Aq импульса p . Несложно найти и результат “действия”
произведения n матриц Дирака Sn � γµ1γµ2 . . . γµn .

Биспиноры uλ ppAq обладают такими же свойствами, как базисные биспиноры
(6.1).
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12. Спиноры Дирака и базисные биспиноры

Дираковский спинор wA
λ pp, spq массивного фермиона (A � 1) и

антифермиона (A � �1) с 4-импульсом p и произвольным вектором
поляризации sp может быть построен с помощью проективных
операторов и базисного биспинора uλ pb�q

wA
λ pp, spq � 1

2
Np pp̂�Ampq pI� λγ5ŝpquλ pbAq . (12.1)

Нетрудно убедиться, что биспиноры uλ pp, spq � w�
λ pp, spq и υλ pp, spq �

w�
λ pp, spq, определяемые формулой (12.1), удовлетворяют уравнениям

Дирака и соотношениям, следующих из их спиновых свойств.
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Рассмотрим вариант со спиральными состояниями обобщенного фермиона, в
котором выбор вектора поляризации sp � sH � �l3ppq задается формулой
(4.17).

В этом случае (12.1) запишется виде разложения

wA
λ pp, spq � ?

mp

¸
σ��

fσ,A uσλ pbp
σAq , (12.2)

где
fσ,A � A δσ,1 � δσ,�1 � δσ,A �A δσ,�A . (12.3)

С учетом того, что спиноры безмассовых частиц являются
однородными функциями степени 1{2

uλ pαpq � ?
α uλ ppq , p2 � 0 (12.4)

выражение (12.2) несложно представить в различных формах:
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wA
λ ppq �

¸
σ��

fσ,A uσλ pξp
Aσq , (12.5)

wA
λ ppq �

¸
σ��

fσ,A

b
Wp

Aσ uσλ ppAσq . (12.6)

С нашей точки зрения формула (12.6) наиболее удобна в задаче
преобразования матричного элемента диаграммы Фейнмана в явно
скалярную функцию, поскольку имеет простой переход к безмассовому
пределу и несложное представление для биспиноров uλ ppAq.
Аналогичные разложения получены в работах a в рамках спинор-
спирального формализма.

aArkani-Hamed2017,Ochirov2018,Alnefjord2020
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13. Основные элементы вычисления

В данном разделе покажем, как свойства безмассовых базисных
биспиноров позволяют упросить вычисление матричного элемента (2.2)
для спиральных состояний с обобщенными фермионными биспинорами

MC,A
λp,λk

pQq � wC
λp
ppqQwA

λk
pkq , (13.1)

где Q - матрица 4� 4. При вычислениях будем считать, что p2 � k2.

Редукция (“вычисление”) матричных элементов диаграмм Фейнмана для
реакций с участием фермионов 1{2 зависит от нескольких факторов: выбор
системы отсчета реакции; способ реализации векторов состояний фермионов
из стандартного импульса.
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Поэтому при вычислении (13.1) следует выделить несколько возможностей. В
первом случае, фермионы с 4-импульсами p и k движутся в противоположных
направлениях, т.е. p � k � 0 (система центра инерции). Такая ситуация
часто возникает, когда оба фермиона относятся к начальному или конечному
состоянию реакции взаимодействия.

Второй вариант соответствует случаю, когда p� k � 0.

Рассмотрим вариант, когда p � k � 0. Используя (12.6)
трансформируем (13.1)

MC,A
λp,λk

pQq �
�

¸
σ, ρ��

fρ,Cfσ,A

b
Wp

Cρ Wk
Aσ ūρλp

ppCρqQuσλk
pkAσq . (13.2)
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Для системы центра инерции фермионов, где p�k � 0 функцию (13.1)
обозначим как �M. Для �M с учетом построения векторов состояния,
получим, что

wC
λ ppq �

¸
ρ��

fρ,C

b
W p

�Cρ u�ρλ pkCρq . (13.3)

В итоге, использование (13.3) приводит к формуле

�MC,A
λp,λk

pQq �
�

¸
σ, ρ��

fρ,Cfσ,A

b
W p

�Cρ Wk
Aσ ū�ρλp

pkCρqQuσλk
pkAσq . (13.4)

Заметим, что W p
A � W k

A , вследствие того, что p2 � k2.
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Таким образом, чтобы преобразовать MC,A
λp,λk

в явно скалярную
функцию достаточно проделать эту процедуру для функции вида

Γ
α, ρ, p
β, σ, k rQs � ūρ ppαqQuσ pkβq , (13.5)

которую будем называть вспомогательным матричным элементом.

Используя определение (10.3) и (8.5) находим связь между
вспомогательным матричным элементом (13.5) и базовым матричным
элементом (9.1)

ΓC, ρ, p
A, σ, k rQs ��

¸
d1,d2��

D
�1{2
d2ρ{2,Cρ{2 pφp, θp,�φpq �

�Γd2, d1
ρ , σ rQsD1{2

d1σ{2,Aσ{2 pφk, θk,�φkq . (13.6)
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В случае безмассовых фермионов выражение (13.2) с помощью (10.5)
и (12.3) трансформируется к формуле

MC,A
λp,λk

pQq � 2
a
|p| |k| ūCλp

pp�qQuAλk
pk�q �

� 2
a
|p| |k| Γ�, Cλp, p

�, Aλk, k rQs , (13.7)

где с помощью индексов C,A � �1 различают фермион и
антифермион.

В системе центра инерции получим, что (13.4) редуцируется к простому
виду:

�MC,A
λp,λk

pQq � 2 C |k| ūCλp
pk�qQuAλk

pk�q �
� 2 C |k| Γ�, Cλp, k

�, Aλk, k rQs . (13.8)
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14. Возможные алгоритмы вычисления

Для преобразования функции (13.1) разработаны разнообразные алгоритмы.
Выбор алгоритма, как правило, определяется различными требованиями к
полученному ответу.

Функция (13.1) может быть комбинацией спинорных произведений
или скалярных произведений 4-векторов p, k и 4-векторов, входящих
в матрицу Q. Такой ответ возможен для реакций с участием двух
фермионов. Для реакций с участием более 2-х фермионов, такой ответ
возможен для матричных элементов диаграмм Фейнмана, которые
представляют собой произведение функций (13.1). В этом случае
используются либо тождества Чизхольма или Фирца.
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Матричный элемент (13.1) может быть определен, как функция
зависящая от угловых и энергетических переменных. Это необходимо
для решения последующей задачи интегрирования по фазовому объему
исследуемого процесса взаимодействия частиц, который может быть
выражен в различных переменных. Поэтому часто бывает удобно
матричный элемент (13.1) определить, как функцию зависящую от
угловых и энергетических переменных.

Кроме этого важным моментом является отсутствие в ответе
каких-либо особенностей, которые могут возникать при численном
расчете (стабильность численного процесса). Для этого, как правило,
необходимо чтобы полученная функция не содержала знаменателей.

Конечно, полезным качеством ответа является его компактность и
возможность получения его с помощью рекурсивных алгоритмов,
которые позволяют использовать раннее рассчитанные структуры.
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Хорошим свойством алгоритма преобразования (13.1) является
возможность получения матричного элемента диаграммы Фейнмана
для всех поляризационных состояний фермионов и бозонов.
Выполнение такого условия требует введения функций, которые
включали бы различные характеристики фермионов наиболее
простым способом.

Далее покажем, что использование базисных спиноров позволяет
преобразовать (13.5) в лоренц-тензор, если Q является лоренц-
тензором. При этом, в предлагаемом методе базисных спиноров:
– не используется явный вид спиноров Дирака, γ-матриц и самих

базисных спиноров;
– в отличие классической спинорной техники и спинор-спирального

формализма, не требуется обязательных представлений сверток γ–
матриц с векторами реакции через биспиноры (или спиноры);

– не требуется создания новых правил Фейнмана и диаграммной
техники.
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Использование базисных спиноров позволяет применять различные
подходы для преобразования (13.5):
1. классическая спинорная техника a;
2. вычисление (13.1) с помощью шпуров;
3. использование основных уравнений и свойств базисных спиноров

и возможности вычисления “строительных” блоков для диаграмм
Фейнмана;

4. комбинирование различных подходов с целью получения
максимально компактных выражений.

aGongora1987,Kleiss1986

Такие возможности МБС позволяют выбирать необходимый алгоритм
трансформации диаграмм Фейнмана в скалярную функции в
зависимости от требований к полученному ответу.
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15. Вычисление вспомогательного матричного элемента

С учетом уравнения (13.2) нам достаточно преобразовать
вспомогательный матричный элемент (13.5) – ΓC, ρ, p

A, σ, k rQs в явно
скалярную функцию. А затем, для расчета матричного элемента
подставить полученное выражение в (13.2). По аналогичной схеме
можно провести вычисление вспомогательного матричного элемента
для нахождения матричного элемента (13.4) в с.ц.и. фермионов.

Проведем расчет для различных вариантов Q с помощью основных
уравнений для базисных спиноров. В минимальном в варианте можно
ограничиться полном набором для матриц 4� 4

ωλ � 1
2
�
I � λγ5

�
, ωλγµ, σµν , pλ � �1q . (15.1)
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С учетом того, что матрицу Q можно всегда разложить по полному
набору

Q �
¸

λ��

ωλ

�
aλ � bλ

µγµ
�� cµνσµν (15.2)

решения задачи остается с помощью шпуров найти коэффициенты
разложения

aλ � 1
2
tr pωλQq , bλ

µ � 1
2
tr pω�λγµQq , cµν � 1

8
tr pσµνQq .(15.3)

При этом, как будет показано можно получить формулы для вычисления (13.5)
с Q � Sn и Q � Snωα.
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15. 1. Q � I

При Q � I функция ΓC, ρ, p
A, σ, k pIq является спинорным произведением,

тесно связанной со спинорным произведением, введенным в работе a.
Данный случай является базовым.

aKleiss1986

Очевидно, что спинорное произведение

ΓC, ρ, p
A, σ, k rIs � ūρ ppCquσ pkAq (15.4)

не зависит от модулей векторов p и k, а зависит только от углов
определяющих их направление в выбранной системе отсчета.
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Использование базисных спиноров позволяет получить выражение
для всех значений C,A и ρ, σ одновременно. Используя (8.5), (10.3)
несложно получить,что

ΓC, ρ, p
A, σ, k rIs � δρ,�σ s

�
Cρ, p
Aσ, k

�
�

� δρ,�σD
�1{2
Aσ{2,Cρ{2 pφp,k, βp,k,�φp,kq . (15.5)

Углы φp,k, βp,k связаны c углами θp , θk , φp , φk формулой

s
�

Cρ, p
Aσ, k

�
� D

� 1{2
Aσ{2,Cρ{2 pφp,k, βp,k,�φp,kq �

�
¸

λ��

D
� 1{2
λ{2,Cρ{2 pφp, θp,�φpqD1{2

λ{2,Aσ{2 pφk, θk,�φkq . (15.6)

Из формулы (15.5) следует, что функция s в спинорном произведении (15.4)
зависит только произведения индексов Cρ и A σ.
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Через функцию (15.5) можно выразить спинорные произведения для
различных биспиноров. Так спинорные произведения для безмассовых
фермионов

u�ppiqu�ppjq � xijy , u�ppiqu�ppjq � rijs (15.7)

с учетом (10.6) задаются уравнениями

xijy � 2
b
|pi| |pj | s

�
�, pi
�, pj

�
, rijs � 2

b
|pi| |pj | s

�
�, pi
�, pj

�
. (15.8)

Спинорные произведения между базисными спинорами для импульсов
p и k определятся формулами:

ūρ pbp
Cquσ

�
bk

A

� �d
Wp

C

mp

Wk
A

mk
ūρ ppCquσ pkAq �

� δρ,�σ

d
Wp

C

mp

Wk
A

mk
s
�

Cρ, p
Aσ, k

�
, (15.9)
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ūρ pξp
Cquσ

�
ξk
A

� �b
Wp

C Wk
A ūρ ppCquσ pkAq �

� δρ,�σ

b
Wp

C Wk
A s

�
Cρ, p
Aσ, k

�
, (15.10)

Для безмассовых фермионов функции вспомогательного матричного
элемента (15.5), входящих в (13.7) и (13.8) преобразуется к простым
формулам

Γ�, Cλp, p
�, Aλk, k rIs � δCλp,�Aλk

s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
, (15.11)

Γ�, Cλp, k
�, Aλk, k rIs � δCλp,�Aλk

. (15.12)

для произвольной системы отсчета и системы центра инерции соответственно.
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15. 2. Q � Sn и Q � Snωα

Для расчета произведения Sn � γµ1γµ2 � � � γµn используем соотношение
полноты для биспиноров uσ pkAq, формулу (7.5), а также (10.3) и (15.5).

После несложных преобразований получим, что

ΓC, ρ, p
A, σ, k rSns � ūρ ppCqSnuσ pkAq �
� δρ,�σ1n

�
Bk

�
1, n

A1n , σ1n

�
s
�

Cρ, p
Aσ, k

�
�Nk

�
1, n

A1n , σ1n

�
s
�

Cρ , p
�Aσ, k

�	
�

� δρ,�σ1nTC, ρ, p
A, σ, k rSns , (15.13)

где введен вспомогательный тензор

TC, ρ, p
A, σ, k rSns � Bk

�
1, n

A1n , σ1n

�
s
�

Cρ, p
Aσ, k

�
�Nk

�
1, n

A1n , σ1n

�
s
�

Cρ , p
�Aσ, k

�
. (15.14)
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Из (9.6) и (13.6) следует, что

TC, ρ, p
A, σ, k rSns �

¸
λ��

�
D
�1{2
λσ{2,�C1nσ{2 pφp, θp,�φpqB

�
1, n

λ1n , σ1n

�
�

� D
�1{2
�λσ{2,�C1nσ{2 pφp, θp,�φpqN

�
1, n

λ1n , σ1n

�	
�

�D
1{2
λσ{2,Aσ{2 pφk, θk,�φkq . (15.15)

Вариант с Q � Snωα, где

ωα � 1� α γ5

2
, α � �1 (15.16)

не усложняет вычисления, поскольку ωα является проекционным
спиновым оператором для биспиноров uσ pkAq.
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В итоге имеем

ΓC, ρ, p
A, σ, k rSnωαs � ūρ ppCqSn ωαuσ pkAq � δρ,�σ1nδα,σ �
�
�
Bk

�
1, n

A1n , σ1n

�
s
�

Cρ, p
Aσ, k

�
�Nk

�
1, n

A1n , σ1n

�
s
�

Cρ , p
�Aσ, k

�	
, (15.17)

Лоренц-тензоры Bk и Nk в (15.13) и (15.17) связаны с аналогичными
структурами для базисных спиноров (7.5) преобразованием

Bk

� µ1, � � �µn

A, σ

� � Rµ1
ν1 pθk, φkq � � �Rµn

νn
pθk, φkqB

� ν1, � � � νn

A, σ

�
,

Nk

� µ1, � � �µn

A, σ

� � Rµ1
ν1 pθk, φkq � � �Rµn

νn
pθk, φkqN

� ν1, � � � νn

A, σ

�
,(15.18)

и с обозначением A1
n � p�1qn A и σ1n � p�1qn σ.

Для тензоров Bk и Nk справедливы рекуррентные формулы (7.9)-(7.10) или
(7.11)-(7.12) с учетом того, что
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Bk

� µ
A, σ

� � k̃µ
�A, Nk

� µ
A, σ

� � A
�
ñk

Aσ

�µ
,

Bk

�
n � 0
A, σ

� � I ,Nk

�
n � 0
A, σ

� � 0 . (15.19)

Наличие рекуррентных соотношений позволяет находить их явный вид
тензоров Bk и Nk как функцию 4-векторов k̃� и ñk

�.

Метод базисных спиноров позволяет изменять схемы трансформации
матричных элементов в зависимости от условий задачи. Например, уравнение
(15.13) несложно записать через тензоры Bp и Np, которые определяются
через 4-векторы p̃� и ñp

�:

ΓC, ρ, p
A, σ, k rSns � ūρ ppCqSnuσ pkAq �
� δρ,�σ1n

�
Bp

�
1, n

�C , �ρ

�
s
�

Cρ, p
Aσ, k

�
�Np

�
1, n

C , �ρ

�
s
�
�Cρ, p
Aσ , k

�	
. (15.20)
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Для матричных элементов диаграмм Фейнмана, где имеется несколько
конструкций (13.2) суммирование по лоренц-индексам автоматически
приводит к скалярным произведениям 4-векторов.

И наш ответ таким, образом будет представлять собой функцию скалярных
произведений векторов реакции и функций s. Таким образом, использование
обобщенных биспиноров и обобщенного спинорного произведения дает
ответ для всевозможных комбинаций фермионов и антифермионов и их
спиральностей.
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16. Редукция вспомогательного матричного элемента

Приведенные примеры для вспомогательного матричного элемента
демонстрируют один недостаток. Несмотря на компактность, в этих
соотношения присутствует избыточное содержание функций, связанных
с угловыми переменными по сравнению с первоначальным выражением.
Особенно, это проявляет при увеличении количества γ-матриц в операторе
Q. В данном разделе продемонстрируем способ, позволяющий избавиться от
этого недостатка.

Сначала рассмотрим вариант формулы (15.17) для pC � kC с использованием
определения (10.3) и уравнения (8.5):

Γ̃C, ρ, k
A, σ, k rSns � ūρ pkCqSnuσ pkAq �
�

¸
a, r��

D
1{2
rσ{2,Aσ{2 pφk, θk,�φkq D

�1{2
aρ{2,Cρ{2 pφk, θk,�φkq �

�ūρ pbaqSn uσ pbrq . (16.1)
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C помощью (7.5) спинорная часть (16.1) преобразуется к виду

rΓC, ρ, k
A, σ, k rSns �
�

¸
a, r��

D
1{2
rσ{2,Aσ{2 pφk, θk,�φkq D

�1{2
aρ{2,Cρ{2 pφk, θk,�φkq �

�δρ,�σ1nδα,σ

�
B
�

1, n
r1n , σ1n

�
δa,�r1n �N

�
1, n

r1n , σ1n

�
δa,r1n

	
. (16.2)

Используя разложение Клебша-Гордана для D-функций Вигнера можно
привести матричный элемент (16.1) к виду

rΓC, ρ, k
A, σ, k rSns � δρ,�σ1n

�
δCρ,Aσ εLσ pSnq � C?

2
�

�
a

3�A C 1
n

¸
τ�0,�

D1
�τρ,pAσ�Cρq{2 pφk, θk,�φkq εTτ,σ pSnq

�
, (16.3)
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где тензоры ε определены соотношениями

εLσ pSnq � 1
2

¸
λ��

B
�

1, n
�λ, σ1n

�
,

εTτ,σ pSnq � τ?
2
δτ2,1N

�
1, n
τ , σ1n

�
� 1

2
δτ,0

¸
λ��

λB
�

1, n
�λ, σ1n

�
. (16.4)

Соотношение (16.3) позволяет получить матричный элемент (13.8) в с.ц.и. для
безмассовых фермионов путем последовательной замены:

C Ñ �1 , A Ñ 1 , ρ Ñ Cλp , σ Ñ Aλk . (16.5)

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 103 / 136



Редукция вспомогательного матричного элемента

В итоге матричный элемент (13.4) для безмассовых фермионов в
системе центра инерции редуцируется к виду:

�MC,A
λp,λk

pSnq � 2 C |k| ūCλp
pk�qSn uAλk

pk�q �
� 2 C |k| Γ�, Cλp, k

�, Aλk, k rSns �
� 2 C |k| δCλp,�A1nλk

�
bn εLAλk

pSnq �

� ?
1� cn

¸
τ�0,�

D1
τA1nλk,cnAλk

pφk, θk,�φkq εTτ,Aλk
pSnq

�
, (16.6)

где

cn � p1� p�1qnq
2

, bn � p1� p�1qnq
2

, n � 1, 2, . . . . (16.7)

Как следует из формул (16.6) зависимость от угловых переменных фермионов
для матричных элементов в с.ц.и. определяется одной D-функцией.
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Для матричного элемента (15.17) с помощью соотношения полноты
для биспиноров uλ pkAq найти выражение

ΓC, ρ, p
A, σ, k rSns � ūρ ppCqSnuσ pkAq �
�

¸
D,λ��

ūρ ppCqu�λ pk�Dq ūλ pkDqSnuσ pkAq �

�
¸

D��

s
�

Cρ, p
Dρ, k

� rΓD, ρ, k
A, σ, k rSns , (16.8)

где функция rΓ определяется формулами (16.3) и (16.4).

Данный пример показывает возможности метода базисных спиноров по
получению соотношений из уже рассчитанных конструкций, которые играют
роль “строительных блоков” для более сложных выражений.
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17. Вычисления матричных элементов с безмассовыми фермионами

Вспомогательные матричные элементы позволяют сразу привести
вычисления матричных элементов (13.2) и (13.4) для Q � Snωα с
помощью формул (13.7) и (13.8).

В итоге получим

MC,A
λp,λk

pSnωαq � 2
a
|p| |k| Γ�, Cλp, p

�, Aλk, k rSnωαs �
� 2

a
|p| |k| δCλp,�A1nλk

δα,Aλk
�

�
�
Bk

�
1, n

p�1qn , �Cλp

�
s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
�Nk

�
1, n

p�1qn , �Cλp

�
s
�

Cλp , p
�Aλk, k

�	
.(17.1)
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В системе центра инерции получим, что (13.4) редуцируется к простому
виду:

�MC,A
λp,λk

pSnωαq � 2 C |k| Γ�, Cλp, k
�, Aλk, k rSnωαs � 2 C |k| δα,Aλk

�
�
�
bn δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

p�1qn , A1nλk

�
� cn δCλp,Aλk

Nk

�
1, n

p�1qn , A1nλk

�	
�

� 2 C |k| δα,Aλk
�

�
$&% δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

1 , Aλk

�
, n � 2` , ` � 0, 1, . . .

δCλp,Aλk
Nk

�
1, n

�1 , �Aλk

�
, n � 2`� 1 , ` � 0, 1, . . .

, (17.2)

где

cn � p1� p�1qnq
2

, bn � p1� p�1qnq
2

, n � 1, 2, . . . . (17.3)
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Формулы (17.1) и (17.2) с учетом уравнения (15.19) редуцируются к
виду

MC,A
λp,λk

pIq � w̄C
λp
ppqwA

λk
pkq � 2 δCλp,�Aλk

a
|p| |k| s

�
Cλp, p
Aλk, k

�
,(17.4)

�MC,A
λp,λk

pIq � w̄C
λp
ppqwA

λk
pkq � 2 C |k| δCλp,�Aλk

. (17.5)
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°

α��
gαωα

MC,A
λp,λk

p
¸

α��

gαωαq
¸

α��

gα

!
w̄C

λp
ppqωαwA

λk
pkq

)
�

� 2 gAλk

a
|k| |p| δCλp,�Aλk

s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
. (17.6)

�MC,A
λp,λk

p
¸

α��

gαωαq � 2 C gAλk
|k| δCλp,�Aλk

. (17.7)
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MC,A
λp,λk

p
¸

α��

gαγµωαq �
¸

α��

gα

!
w̄C

λp
ppq γµωαwA

λk
pkq

)
�

� 2 gAλk
δCλp,Aλk

a
|p| |k|

�
s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
k̃µ
� � �

ñk
Aλk

�µ
s
�

Cλp , p
�Aλk, k

�	
.(17.8)

�MC,A
λp,λk

p
¸

α��

gαγµωαq �
¸

α��

gα

!
w̄C

λp
ppq γµωαwA

λk
pkq

)
�

� �2 C gAλk
δCλp,Aλk

|k| �ñk
Aλk

�µ
(17.9)
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18. Вычисления матричных элементов с массивными фермионами

В этом разделе рассмотрим редукцию матричных элементов с обобщенными
дираковскими биспинорами (13.2) и (13.4) для Q � Snωα и Q � °

α��
gαSnωα

с помощью вспомогательных матричных элементов, рассчитанных в
предыдущем разделе. Рассмотрим случаи системы центра инерции фермионов
и систему, где p� k � 0.
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18. 1. Система отсчета p� k � 0

Согласно формуле (13.2)и определению вспомогательного элемента (13.5)
получим, что в системе p� k � 0

MC,A
λp,λk

pSnωαq � w̄C
λp
ppqSnωαwA

λk
pkq �

�
¸

ρ,σ��

fρ,Cfσ,A

b
Wp

Cρ Wk
Aσ ΓCρ, ρλp , p

Aσ, σλk, k rSnωαs �

�
¸

ρ,σ��

fρ,Cfσ,A
rW�

p, Cρ
k, Aσ

�
δα,σλk

δρ,�σ1n TCρ, ρλp , p
Aσ, σλk, k rSns , (18.1)
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где уравнении (18.1) введена вспомогательная функция

rW�p, ρ
k, σ

� �b
Wp

ρ Wk
σ � ?

mp mk eρχp{2�σχk{2 , ρ, σ � � . (18.2)

Провести суммирование в можно несколькими способами. Рассмотрим два
варианта. В первом случае проведем суммирование с помощью функций f .
Используя определение (12.3), после ряда преобразований получим, что

MC,A
λp,λk

pSnωαq �
� δα,Aλk

T�, Cλp, p
�, Aλk, k

�
C δCλp,A1nλk

rW�
p, �
k, �

�
� δCλp,�A1nλk

rW�
p, �
k, �

�	
�

�A δα,�Aλk
T�, Cλp , p
�, �Aλk, k

�
δCλp,A1nλk

rW�
p, �
k, �

�
� C δCλp,�A1nλk

rW�
p, �
k, �

�	
,

(18.3)
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где лоренц-тензор T определяются формулой (15.14) и данном случае
имеет вид

T�, Cλp , p
τ , τAλk, k rSns �

� Bk

�
1, n

τ 1n , τ 1nA λk

�
s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
�Nk

�
1, n

τ 1n , τ 1nAλk

�
s
�

Cλp , p
�Aλk, k

�
, τ � � .(18.4)

Формула (18.3) позволяет легко перейти к безмассовому пределу в
уравнении (18.1) для одного (или двух) фермионов посредством замен

rW�
p, �
k, �

�
, rW�

p, �
k, �

�
, rW�

p, �
k, �

�
Ñ 0 , rW�

p, �
k, �

�
Ñ 2

a
|p| |k| , (18.5)

что может быть полезным при вычислениях матричных элементов.
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Второй вариант суммирования в (18.1) состоит в использовании
δ-символов, которые содержались в вспомогательном матричном
элементе Γ rSnωαs. В итоге уравнение (18.1) преобразуется к
следующему виду

MC,A
λp,λk

pSnωαq � w̄C
λp
ppqSnωαwA

λk
pkq �

� C fα1nλp,Cfαλk,A
rW�

p, �Cα1nλp

k, Aαλk

�
T Cλp , �, p

Aαλk, α, k rSns . (18.6)
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С помощью (18.3) мат. эл. с Q � °
α��

gαSnωα представим виде

¸
α��

gαMC,A
λp,λk

pSnωαq �
¸

α��

gα w̄C
λp
ppqSnωαwA

λk
pkq �

� gAλk

�
C δCλp,A1nλk

rW�
p, �
k, �

�
� δCλp,�A1nλk

rW�
p, �
k, �

�	
T�, Cλp, p
�, Aλk, k rSns �

�A g�Aλk

�
δCλp,A1nλk

rW�
p, �
k, �

�
� C δCλp,�A1nλk

rW�
p, �
k, �

�	
T�, Cλp , p
�, �Aλk, k rSns .

(18.7)

Соотношение (18.6) позволяет получить мат. эл. (18.7) в виде¸
α��

gαMC,A
λp,λk

pSnωαq � fp�1qnλp,Cfλk,A �

�
�
C g� rW�

p, �C 1
nλp

k, Aλk

�
TCλp, �, p

Aλk, �, k rSns� A g� rW�
p, C 1

nλp

k, �Aλk

�
T Cλp , �, p
�Aλk, �, k rSns

	
.

(18.8)
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Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Система центра инерции

18. 2. Система центра инерции

Аналогичные расчеты матричного элемента в системе центра инерции
фермионов (p� k � 0q приводят к соотношениям вида

�MC,A
λp,λk

pSnωαq � w̄C
λp
ppqSnωαwA

λk
pkq �

�
¸

ρ,σ��

fρ,Cfσ,A
rW�

p, �Cρ
k, Aσ

�
ΓCρ, �ρλp, k

Aσ, σλk , k rSnωαs �

�
¸

ρ,σ��

fρ,Cfσ,A
rW�

p, �Cρ
k, Aσ

�
δα,σλk

δρ,σ1n TCρ, �ρλp, k
Aσ, σλk , k rSns ,

(18.9)
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Пользуясь алгоритмом вычисления приведшим к уравнению (18.3)
получим, что

�MC,A
λp,λk

pSnωαq �
� δα,Aλk

T�, Cλp, k
�, Aλk, k rSns

�
δCλp,A1nλk

rW�
p, �
k, �

�
� C δCλp,�A1nλk

rW�
p, �
k, �

�	
�

�A δα,�Aλk
T�, Cλp , k
�, �Aλk, k rSns

�
C δCλp,A1nλk

rW�
p, �
k, �

�
� δCλp,�A1nλk

rW�
p, �
k, �

�	
,

(18.10)

T�, Cλp , k
τ , τAλk, k rSns � δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

τ 1n , τ 1nAλk

�
� δCλp,Aλk

Nk

�
1, n

τ 1n , τ 1nAλk

�
.

(18.11)
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Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Система центра инерции

Сравнительный анализ (18.7), (18.4) и (18.10), (18.11) позволяет
получить рецепт получения матричного элемента в с.ц.и. �MC,A

λp,λk
из

матричного элемента MC,A
λp,λk

, где p � k � 0. Такой переход можно
получит заменой

s
�

Cλp , p
�Aλk, k

�
Ñ C δCλp,	Aλk

, |p| Ñ |k| , (18.12)

что автоматически приводит к формальной замене

T�, Cλp , p
τ , τAλk, k rSns Ñ C T�, Cλp , k

τ , τAλk, k rSns . (18.13)
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Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Система центра инерции

Для Q � °
α��

gαSnωα можно найти, что

¸
α��

gα
�MC,A

λp,λk
pSnωαq � fp�1qnλp,Cfλk,A �

�
�
g� rW�

p, �C 1
nλp

k, Aλk

�
TCλp, �, p

Aλk, �, k rSns �A C g� rW�
p, �C 1

nλp

k, Aλk

�
T Cλp , �, p
�Aλk, �, k rSns

	
.

В данном случае, можно вывести формулы для вариантов с четным и
нечетным числом γ-матриц в операторе Sn:¸

α��

gα
�MC,A

λp,λk
pSnωαq � pAδA,�λk

� CδA,λk
q �

�
!
g�

�
δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

Aλk , �

�
� C δCλp,Aλk

Nk

�
1, n

Aλk , �

�	 rW�
p, �Cλp

k, Aλk

�
�

�A g�

�
C δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

�Aλk , �

�
� δCλp,Aλk

Nk

�
1, n

�Aλk , �

�	 rW�
p, Cλp

k, �Aλk

�)
,

если n � 2`, ` � 0, 1, . . . , (18.14)
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¸
α��

gα
�MC,A

λp,λk
pSnωαq � pAδA,�λk

� CδA,λk
q �

�
!
g�

�
C δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

�Aλk , �

�
� δCλp,Aλk

Nk

�
1, n

�Aλk , �

�	 rW�
p, Cλp

k, Aλk

�
�

�A g�

�
δCλp,�Aλk

Bk

�
1, n

Aλk , �

�
� C δCλp,Aλk

Nk

�
1, n

Aλk , �

�	 rW�
p, �Cλp

k, �Aλk

�)
,

если n � 2`� 1, ` � 0, 1, . . . . (18.15)
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Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Q � I

18. 3. Q � I

Спинорное произведение для обобщенных массивных фермионов,
несложно найти с помощью формулы (13.2):

w̄C
λp
ppqwA

λk
pkq �

¸
ρ,σ��

fρ,Cfσ,A ūρλp

�
ξp
Cρ

	
uσλk

�
ξk
Aσ

� �
� s

�
Cλp, p
Aλk, k

� ¸
ρ,σ��

fρ,Cfσ,Aδρλp,�σλk
rW�

p, Cρ
k, Aσ

�
� (18.16)

� fλp,Cfλk,A

�
C rW�

p, �Cλp

k, Aλk

�
�A rW�

p, Cλp

k, �Aλk

�	
s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
. (18.17)
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Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Q � I

Выражение (18.17) может быть представлено в форме удобной для
перехода к безмассовому варианту

w̄C
λp
ppqwA

λk
pkq � s

�
Cλp, p
Aλk, k

�
�

�
!
δCλp,�Aλk

� rW�
p, �
k, �

�
�AC rW�

p, �
k, �

�	
�

�δCλp,Aλk

�
C rW�

p, �
k, �

�
�A rW�

p, �
k, �

�	)
. (18.18)

При mp � mk и p � k формула (18.17) переходит в условие нормировки для
обобщенных биспиноров.
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Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Q � I

В системе центра инерции, где p � k � 0, формула (18.17) упрощается и
приобретает вид

�MC,A
λp,λk

pIq � w̄C
λp
ppqwA

λk
pkq �

� δCλp,�Aλk

�
C rW�

p, �
k, �

�
�A rW�

p, �
k, �

�	
. (18.19)

Заметим, что Wp � Wk, поскольку mp � mp.

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 124 / 136



Вычисления матричных элементов с массивными фермионами Q � γµωα

18. 4. Q � γµωα

w̄C
λp
ppq γµωαwA

λk
pkq �

¸
ρ,σ��

fρ,Cfσ,A ūρλp

�
ξp
Cρ

	
γµωα uσλk

�
ξk
Aσ

� �
� fαλk,Afαλp,C , rW�

p, Cαλp

k, Aαλk

� !
s
�

Cλp, p
Aλk, k

�
k̃µ

Aαλk
� A α λk s

�
Cλp , p
�Aλk, k

� �
ñk

Aλk

�µ
)

.

(18.20)
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Для Q � °
α��

gαγµωα получаем, что

¸
α��

gα

!
w̄C

λp
ppq γµωαwA

λk
pkq

)
� fλk,A fλp,C �

�
!
s
�

Cλp, p
Aλk, k

� �
g� k̃µ

A
rW�

p, Cλp

k, Aλk

�
� A C g� k̃µ

�A
rW�

p, �Cλp

k, �Aλk

�	
�

�Aλk

�
ñk

Aλk

�µ
s
�

Cλp , p
�Aλk, k

� �
A C g� rW�

p, �Cλp

k, �Aλk

�
� g� rW�

p, Cλp

k, Aλk

�	)
.(18.21)

В системе с.ц.и. для массивных фермионов получим, что

�MC,A
λp,λk

p
¸

α��

gαγµωαq �
¸

α��

gα

!
w̄C

λp
ppq γµωαwA

λk
pkq

)
� fλk,A fλp,C �

�
!
δCλp,�Aλk

�
C g� k̃µ

A
rW�

p, �Aλk

k, Aλk

�
� A g� k̃µ

�A
rW�

p, Aλk

k, �Aλk

�	
�

�Aλk

�
ñk

Aλk

�µ
δCλp,Aλk

�
A g� rW�

p, �Aλk

k, �Aλk

�
� C g� rW�

p, Aλk

k, Aλk

�	)
. (18.22)
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Примеры вычисления e�e� Ñ f � f̄

19. Примеры вычисления

19. 1. e�e� Ñ f � f̄

Рассмотрим реакцию электрон-позитронной аннигиляции в пару
фермионов

e� pp1, λp1q � e� pp2, λp2q Ñ f pk1, λk1q � f̄ pk2, λk2q , (19.1)

где f � e. В скобках выражения (19.1) указан 4-импульс частиц и
спиральность соответствующих частиц.

Viktor Andreev (GSU) Calculations of matrix elements . . . 127 / 136



Примеры вычисления e�e� Ñ f � f̄

Матричный элемент, соответствующий борновскому приближению
запишем в виде

Mλp1 ,λp2
λk1 ,λk2

pVq � p�1q δV

s
RV

�
gµν � PµP ν

M2
V



�

�
¸

α1,α2��

gVee
α1

gVff
α2

ῡλp2
pp2q γµωα1uλp1

pp1q ūλk1
pk1q γνωα2υλk2

pk2q ,(19.2)

где RV � s{ �s�M2
V � iMVΓV

�
; δV - константа характеризующая

интенсивность взаимодействия калибровочного бозона V с фермионами
реакции (19.1); ΓV - полная ширина распада бозона V; MV - масса векторного
бозона V.

Матричный элемент (19.2) в с.ц.и. с обменом V-бозона может быть
представлен в компактной форме для всех возможных спиновых переменных
фермионов реакции (19.1) с учетом их масс:
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Mλp1 ,λp2
λk1 ,λk2

pVq � 2 δVRV �!
λk1λp1δλk2 ,λk1

δλp2 ,λp1
gf

apVq ge
apVq η̃f η̃e

�
s

M2
V

� 1


�

�
�
g̃f

λk1
pVqδλk2 ,�λk1

� gf
vpVqδλk2 ,λk1

η̃f

	
�

�
�
g̃e

λp1
pVqδλp2 ,�λp1

� ge
vpVqδλp2 ,λp1

η̃e

	
�

�D� 1
pλp1�λp2 q{2,pλk1�λk2 q{2

pφ, θ,�φq
)

, (19.3)

где λp12 � pλp1 � λp2q{2 и λk12 � pλk1 � λk2q{2 и

g̃i
λpVq � gi

vpVq � λ βi gi
apVq , η̃i �

c
2
s

mi , βi �
b

1� η̃2
i . (19.4)
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Примеры вычисления t Ñ W b

19. 2. t Ñ Wb

Рассмотрим распад t-кварка

t Ñ W�b (19.5)

для наиболее общей CP -четной вершиной взаимодействия Wtb .
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Примеры вычисления t Ñ W b

Матричный элемент распада (19.5) запишется в виде

Mτ
λt,λb

pt Ñ Wbq � � g?
2
Vtb

�Mτ
λt,λb

pt Ñ Wbq �

� � g?
2
Vtbūλb

ppbq
�
ε̂�τ pqq

1̧

α��1

ωαf1,α

� i
mW

ε�µ
τ pqqσµνqν

1̧

α��1

ωαf2,α

�
uλtpptq , (19.6)

где 4-импульс W -бозона q � pt � pb.
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Примеры вычисления t Ñ W b

В системе покоя t-кварка получим, что

�Mτ
λt,λb

pt Ñ Wbq �
?

mt

mW
D
�1{2
λt{2,τ�λb{2

pφ, θ,�φq �

�
1̧

σ��1

a
Eb � σλb |k|

!
rσλbmW f2,�σ � pλbσEW � |k|q f1,σs δτ, 0�

�
?

2 λb rσλbmW f1,σ � pσλbEW � |k|q f2,�σs δτ2,1δτ,λb

)
. (19.7)

Выражение (19.7) принимает более компактный вид, если использовать
быстроту W -бозона и b-кварка

|k| � mW sh χW � mb sh χb , EW � mW chχW , Eb � mb chχb . (19.8)
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Примеры вычисления t Ñ W b

После элементарных преобразований, получаем

�Mτ
λt,λb

pt Ñ Wbq � ?
mt mb D

�1{2
λt{2,τ�λb{2

pφ, θ,�φq �

�
1̧

σ��1

σ exp pσλb χb{2q
!
λb rf2,�σ � f1,σ exp pσλb χW qs δτ, 0�

�
?

2 rf1,σ � exp pσλb χW q f2,�σs δτ2,1δτ,λb

)
. (19.9)
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Заключение

20. Заключение

В работе рассмотрены вычисление матричного элемента (2.2) для
спиральных состояний с обобщенными фермионными биспинорами

MC,A
λp,λk

pQq � wC
λp
ppqQwA

λk
pkq , (20.1)

где Q - матрица 4� 4.
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Заключение

Использование базисных спиноров позволяет преобразовать (13.5)
в лоренц-тензор, если Q является лоренц-тензором. При этом, в
предлагаемом методе базисных спиноров:
– не используется явный вид спиноров Дирака, γ-матриц и самих

базисных спиноров;
– в отличие классической спинорной техники и спинор-спирального

формализма, не требуется обязательных представлений сверток γ–
матриц с векторами реакции через биспиноры;

– не требуется создания новых правил Фейнмана и диаграммной
техники;

– При вычислении используется техника “строительных блоков”
(базовых элементов). В данном подходе матричный элемент
редуцируется к базовым матричным элементам с базисными
спинорами. Такие блоки рассчитываются заранее и затем
используются при дальнейших вычислениях;

– алгоритмы редукции (20.1) могут варьироваться в зависимости от
требований к ответа.
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