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В работе проведен анализ фракталов, случайных и AMPT AuAu событий
с использованием SePaC метода. Изучаются поперечные импульсы pt отри-
цательно заряженных частиц в пяти классах центральности. Показано, что
фрактальные AuAu события с независимым делением имеют несколько узких
пиков в спектре фрактальных размерностей DF , выделенную группу лидиру-
ющих частиц по поперечному импульсу pt для всех событий и удовлетворяют
критериям, описывающим статистические свойства. Оставшиеся события об-
наруживают экспоненциальное поведение pt-спектра. Фрактальные AuAu со-
бытия с зависимым делением имеют широкий пик в DF -спектре и подавляются
критериями.

PACS: 05.45.Df; 13.75.Cs

Введение

Поиск критических явлений, связанных с изменением состояния ве-
щества, является одной из приоритетных задач современной физики вы-
соких энергий. Основная цель программы энергетического сканирова-
ния на релятивистском коллайдере тяжелых ионов (RHIC) — установить
структуру фазовой диаграммы (положение критической точки, грани-
цы фаз) ядерной материи. Указания на существование критической точ-
ки в виде немонотонной зависимости нет-протонного эксцесса, радиусов
Хэнбери-Брауна-Твисса, коэффициентов выхода легких ядер и коэффи-
циента масштабирования перемежаемости ν от энергии обсуждаются в
работе [1]. Авторами исследовалось степенное поведение факториальных
моментов Fq порядка q = 3− 6 от F2 - момента 2-го порядка (Fq ∝ F

βq

2 ).
Установлен степенной закон поведения βq ∝ (q − 1)ν и показано, что ве-
личина ν как функция энергии имеет минимум для центральных столк-
новений при

√
sNN = 27 ГэВ. Предполагается, что наличие минимума

имеет отношение к существованию критической точки, так как вблизи
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границ фазовых переходов, системы демонстрируют фрактальное пове-
дение, одним из проявлением которых является перемежаемость.

В работе [2] Дж.Бьеркен обратил внимание на новое направление изу-
чения КХД на коллайдерах - поиск фрактальности партонных каскадов.
Отметим, что разработка различных способов обнаружения фрактально-
сти является актуальной задачей современной физики высоких энергий.
В работе [3] предложен SePaC-метод фрактального анализа, позволяю-
щий разделить события на два класса – фрактальные и нефрактальные.
Для каждого фрактального события вычисляется размерность DF , а для
набора данных - спектр размерностей. Наличие узких пиков в распреде-
лении по DF указывает на существование в наборе данных фракталов с
различной структурой. Мы предполагаем, что проявлением нового состо-
яния вещества, образующегося в столкновениях адронов и ядер высоких
энергий, могут быть некоторые закономерности, установленные в рамках
SePaC-метода. К ним относятся: немонотонное поведение зависимости
доли фрактальных событий от энергии столкновения и центральности
события, появление новых пиков или изменение их положения в спектре
фрактальных размерностей.

В работе показана связь партонных ливней и фракталов, описаны
этапы развития SePaC-метода и приведены результаты поиска фрак-
тальных структур в монте-карло AuAu событиях при энергии 200 ГэВ.

Фракталы как партонные ливни

Для анализа взаимодействия адронов и ядер широко используются
различные монте-карло генераторы событий. Рассмотрим некоторые осо-
бенности механизма развития партонного ливня в конечном состоянии в
генераторе AMPT [4]. На каждом шаге развития ливня партон a излу-
чает два дочерних b и c. Кинематика процесса излучения описывается
величиной доли энергии z, передаваемой дочерним партонам: Eb = zEa,
Ec = (1−z)Ea. Кинематический диапазон изменения значений величины
z (z− < z < z+) определяет диапазон угла излучения партона Θ (угла
раскрытия) Θ− < Θ < Θ+. При этом углы раскрытия дочерних партонов
упорядочены: Θb,Θc < Θa.

Опишем сценарий развития партонного ливня, приводящий к фрак-
талу с независимым делением частей. На первом шаге, партон a излу-
чает два партона b и c. Диапазон возможных углов излучения (Θ+,Θ−)
определяет допустимые части для дочерних партонов в псевдобыстро-
тного пространстве (η = −0.5ln(tg(Θ/2))). На рисунке 1,а представлен
процесс формирования фрактала с независимым делением частей. Про-
странство, допустимое для родительского партона, условно делится на
три части (основание образования фрактала P = 3). Для каждого пар-
тона, допустимый диапазон состоит из одной части (первой и третьей,
соответственно). На каждом последующем шаге развития ливня процесс
излучения повторяется. Таким образом, каждый из допустимых диапа-
зонов в процессе деления сохраняет свою структуру и рассматривается
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Рис. 1. Процесс формирования фракталов с независимым (а) и зависимым (б)
и комбинированным (в) делением частей в η пространстве

как независимый объект. Формирования такого фрактала предполагает
равную ширину допустимых диапазонов.

Ширина допустимых диапазонов в процессе развития ливня может
быть различна, например, для разных типов кварков и глюонов. Этому
соответствует образование фракталов с зависимым и комбинированным
делением. На рисунке 1,б представлен процесс формирования фрактала с
зависимым делением. Пространство, допустимое для родительского пар-
тона, разделено на пять частей (P = 5). Для дочерних партонов допусти-
мые диапазоны псевдобыстрот состоят из одной (первой) и двух частей
(четвертой, пятой). На каждом последующем шаге излучение повторя-
ется, сохраняя структуру заполнения η-пространства. Диапазон, состоя-
щий из двух зависимых частей, рассматривается как единый объект. На
рисунке 1,в представлен процесс формирования фрактала с комбиниро-
ванным делением. Область η-пространства, допустимая для родитель-
ского партона, делится на пять частей (P = 5). Для первого партона
допустимый диапазон состоит из одной (второй) части, а для второго
из двух (третьей, четвертой) частей. Отметим, что в процессе развития
ливня образуется единый диапазон, дальнейшее деление которого будет
комбинированным. Третья и четвертая части (второй диапазон) делятся
зависимо, а первая - независимо.

Описание и этапы развития SePaC метода

В SePaC методе фрактальная размерность DF определяется из ана-
лиза меры Хаусдорфа [5] Mδ = limϵ→0 infK

∑N
i=1 l

δ
i . Исследуемое множе-

ство точек покрывается N пробниками размера li ≤ ϵ. Оператор inf озна-
чает минимальное значение меры, полученное по всем возможным по-
крытиям K. Размерность DF определяется как значение δ, при котором
мера Хаусдорфа имеет конечное значение. Величина ϵ−1 называется раз-
решением. Для вычисления фрактальной размерности, рассматриваются
различные наборы распределений исследуемой величины. В каждом на-
боре количество бинов Ni в распределениях изменяется по степенному
закону Ni = (Pcov)

i, где Pcov - основание покрытия, i - номер распре-
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деления, определяющий уровень фрактала Nlev. Для каждого распреде-
ления подсчитывается количество ненулевых бинов и определяется lj,i
- длина j элемента фрактала на i-ом уровне. Далее строятся уравне-
ния

∑Ni

j=1(lji)
dF,i = 1, где Ni- количество элементов фрактала на i-ом

уровне. Значение dF,i находится численным методом «деления отрезка
пополам». Рассматривая различные покрытия с Pcov от 3 до PMax (пара-
метр метода) и типы фракталов (с независимым или зависимым делени-
ем) находим минимальное покрытие K, удовлетворяющее ограничению
|dF,i − d̄F |/d̄F < Dev, где Dev - параметр метода, а d̄F - среднее значе-
ние {dF,i}. В этом случае, событие считается фракталом с размерностью
DF = d̄F .

В работах [6–8] показано, что эффективность восстановления харак-
теристик фракталов (DF , Nlev и P ) составляет 99%, 91% и 84% для фрак-
талов с независимым зависимым и комбинированным делением частей,
соответственно.

В работе [9] предложена двухступенчатая процедура для увеличения
эффективности восстановления характеристик фракталов. Для анализа
фракталов с независимым и зависимым делением учитывается степенной
закон между количеством элементов фрактала и количеством бинов в
распределениях набора. Для фракталов с комбинированным делением,
степенная зависимость не учитывается (модифицированный метод).

В работе [10] для выделения фракталов из набора, содержащего в том
числе фоновые события, применялся модифицированный SePaC метод.
Показано, что фракталы реконструируются при PMax ≥ 3 и Dev ≤ 0.18.
Установлено, что доля реконструированных фракталов зависит от па-
раметров метода и не зависит от множественности событий. Случайные
события не восстанавливаются как фракталы при PMax = 3 − 10, а при
PMax > 10 доля событий, реконструируемые как фракталы, зависит от
множественности. Установленные различия используются как критерии
для выдления фракталов.

В работе [11] анализировались неполные фракталы с независимым
делением, полные фракталы с зависимым и комбинированным делением
и случайные события. Неполные фракталы возникают в процессе раз-
вития ливня партонов в конечном состоянии, из-за существования по-
рога излучения по виртуальности. В этом случае, партоны прекращают
распадаться на различных уровнях и образуют неполную фрактальную
структуру. Кроме этого, фрактальный характер партонных ливней мо-
жет исказиться вторичными взаимодействиями и процессом адрониза-
ции. Показано, что процедура выбора параметров метода совпадает для
полных и неполных фракталов.

В работе [12] фрактальный анализ проведен для различных фоновых
событий, спектры которых описывались функцией Гаусса, экспоненци-
альной и степенной зависимостями. Установлены значения Dev и PMax,
при которых восстанавливается максимальное количество фракталов, а
доля фоновых событий минимальна. Отмечается наличие узких пиков
для фракталов и широких для всех фоновых событий в DF -спектре. В
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работе введены три критерия для подавления фона, характеризуют ста-
тистическую повторяемость структур. Критерий CrK : |δ̄K | ≤ Klim огра-
ничивает среднее относительное отклонение δ̄K показателя K от значе-
ния i-го уровня в степенной зависимости Ni = (N1)

K . Здесь N1 и Ni ко-
личество элементов на первом и i-ом уровне. Критерий CrD : |δ̄D| ≤ Dlim

ограничивает среднее относительное отклонение δ̄D количества делений
элементов фрактала от количества делений базового элемента. Критерий
CrP : P1,1 ≤ Plim ограничивает долю неделящихся элементов с одной за-
полненной частью P1,1. При точной реконструкции фрактала значения
δ̄K , δ̄D и P1,1 равны нулю.

Данные для анализа

В данной работе, изучаются монте-карло AuAu события при
√
sNN=200

ГэВ/с, полученные с помощью генератора AMPT [4]. Анализируется по-
перечный импульс pt отрицательно заряженных частиц, регистрируемых
в интервале |η| ≤ 0, 5, для пяти классов центральности (0-5)%, (5-10)%,
(10-20)%, (20-30)% и (30-40)%. Для сравнения используются наборы слу-
чайных событий и монте-карло фракталы.

В генераторе AMPT множественное рождение частиц в ядро-ядерных
взаимодействиях рассматривается в предположении универсальности пар-
тонных плотностей, эволюция которых происходит в соответствии с урав-
нением DGLAP. Жесткие и полужесткие процессы рассчитываются в
рамках pQCD. Мягкие взаимодействия описываются феноменологиче-
ской моделью множественного рождения струн. Взаимодействия парто-
нов между собой и со средой включают неупругие взаимодействия, а
также ливни в начальном и конечном состоянии. При отсутствии термо-
лизации ядерной материи неравновесная динамика многочастичной си-
стемы может быть описана в рамках мультифазной транспортной модели
(AMPT). Она включает начальные партонные, конечные адронные взаи-
модействия и переход между этими фазами. В работе использовался сце-
нарий с плавлением струн. В начальном состоянии энергия столкновения
распределена между мягкими возбужденными струнами, министруями
партонов и нуклонами спектаторами. Далее происходит процесс плавле-
ния струн, в рамках которого мягкие струны фрагментируют (модель
Лунда) в адроны с последующим переходом в партоны в соответствии с
ароматом и спином их валентных кварков. Партоны, полученные в ре-
зультате плавления мягких струн, и партоны из министруй участвуют в
неупругом ZPC (Zhang’s parton cascade) каскаде. Механизм коалесцен-
ции используется для объединения партонов в адроны. Получившиеся
адроны участвуют во взаимодействии в конечном состоянии, описывае-
мом релятивистской транспортной моделью ART [4].

Результаты фрактального анализа
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Получены зависимости доли Prtn случайных и AuAu событий, рекон-
струированных как фракталы, от параметра PMax при Dev = 0, 05 [12].
Зависимость для AuAu событий имеет несколько режимов поведения:
быстрый рост (PMax = 3− 10), первое плато (PMax = 6− 11), монотонное
возрастание (PMax = 12 − 95) с выходом на второе плато (Prtn = 0, 63
при PMax > 95). Первое плато соответствует гипотезе независимого деле-
ния, а область дальнейшего роста - гипотезе зависимого деления. Уста-
новлено, что при PMax < 15 случайные события не восстанавливаются
как фракталы, в отличии от AuAu событий. Это указывает на то, что
некоторые AuAu события имеют фрактальную структуру.

Использование гипотезы независимого деления при Dev = 0, 05 и
PMax=100 позволяет разделить AuAu события на фрактальные и нефрак-
тальные. Показано, что спектр поперечных импульсов pt для фракталь-
ных событий имеет несколько режимов поведения, а для нефракталь-
ных имеет экспоненциальный вид. Для всех классов центральности pt-
спектры аппроксимировались экспонентой в диапазоне [1, 2−6, 2] ГэВ/с.
Изучалась зависимость χ2/N аппроксимации от параметра Dev при PMax =
100. Установлено, что при малых значениях Dev (от 0,01 до 0,03) наблю-
дается плато, с последующем увеличением χ2/N . Максимальное значе-
ние Dev на плато считалось оптимальным, так как соответствует мини-
мальному χ2/N и наибольшему количество фрактальных событий. Уста-
новлено, что оптимальное значение Dev незначительно уменьшается (от
0,03 до 0,02), значение χ2/N увеличивается (от 1,8 до 7,9), а параметра
наклона не изменяется (2,36 ± 0,02) с увеличением центральности.

На рис 2,а,б,в показаны результаты анализа всех AuAu событий с ги-
потезой независимого деления при PMax = 100 и оптимальных значениях
Dev для каждого класса центральности. На рис.2,а показаны pt-спектр
фрактальных и нефрактальных событий. Нефрактальные события (си-
ние точки) имеют экспоненциальный спектр до значений pt = 6, 2 ГэВ/с,
а спектр фрактальных событий (красные точки) имеет сложное поведе-
ние. На рис 2,б приведено распределение событий по фрактальной раз-
мерности DF . Оно имеет два четко выраженных узких пика при DF =
0,775 и 0,85. Распределение событий на двумерной плоскости {pt, ptmax},
где ptmax - максимальный поперечный импульс частицы в событии, а pt
- поперечный импульс частицы для фрактальных событий, показано на
рис 2,в. Из рисунка видно, что фрактальные события имеют разряжен-
ную область, соответствующую группе лидирующих частиц в событии,
в том числе, при малых значениях ptmax < 4 ГэВ/с. Такое поведение рас-
пределения связано с изломом pt- спектра фрактальных событий. Рас-
пределение {pt, ptmax} для нефрактальных событий не имеет разряжен-
ной области, поэтому предполагаем, что фрактальные и нефрактальные
события имеют различную динамику.

Нефрактальные AuAu события, полученные после применения гипо-
тезы независимого деления, проанализированы SePaC-методом с гипо-
тезой зависимого деления. Показано, что распределение по pt фракталь-
ных и нефрактальных событий сходно с распределениями событий, име-
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Рис. 2. Характеристики событий, полученные SePaC методом с гипотезой
независимого деления: pt-спектр (а), DF -спектр (б) и {pt; ptmax}-распределение
(в) для фрактальных AuAu событий.

ющих экспоненциальный спектр. Установленною также, что распределе-
ние по размерности DF имеет широкий пик, характерный для фоновых
событий [12].

В работе показано, что распределения по величинам δK , δD и P1,1,
характеризующим статистическую повторяемость структур, для фрак-
талов и случайных событий не имеют областей перекрытия. Введенные
критерии CrK : |δ̄K | ≤ 0, 25, CrD : |δ̄D| ≤ 0, 65 и CrP : P1,1 ≤ 0, 35,
позволяют подавить случайные события (остаются 9%, 2% и 17% собы-
тий, соответственно) и восстановить фракталы (подтверждаются 76%,
95% и 99% событий, соответственно). Установлено, что доли AuAu фрак-
тальных событий с независимым делением, удовлетворяющие критериям
CrK , CrD, CrP составляют 100%, 88% и 98%, соответственно. Введенные
критерии подавляют AuAu фрактальные события с зависимым делением
на уровне 88%. Таким образом, можно утверждать, что AuAu фракталь-
ные события с независимым делением имеют одинаковые статистические
свойства и могут быть интерпретированы как фракталы, а с зависимым
делением фракталами не считаются.

Заключение

В работе обсуждается возможность использования фрактального ана-
лиза для поиска нового состояния вещества, рожденного во взаимодей-
ствиях адронов и ядер высоких энергий. Представлено обоснование эта-
пов развития SePaC-метода фрактального анализа для описания раз-
личных физических процессов. Проведен анализ фракталов, случайных
и AMPT AuAu событий при

√
sNN = 200 ГэВ. Описаны физические

процессы, используемые в модели для генерации AMPT AuAu событий.
В качестве исследуемой величины рассматривался поперечный импульс
отрицательно заряженных частиц для событий пяти классов централь-
ности. Показано существенное различие в поведении доли случайных
и AuAu событий, определяемых как фракталы, от параметра метода
PMax. Установлено, что гипотезы независимого и зависимого деления
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соответствуют различным областям зависимости Prtn(PMax) для AuAu
событий. Показано, что фрактальные AuAu события с независимым де-
лением имеют несколько узких пиков в спектре фрактальных размер-
ностей и выделенную группу лидирующих частиц по поперечному им-
пульсу. Оставшиеся события обнаруживают экспоненциальное поведение
pt-спектра. Установлено, что фрактальные AuAu события с зависимым
делением имеют широкий пик в DF -спектре. Показано, что большин-
ство фракталов и AuAu фрактальных событий с независимым делением
(86%) удовлетворяют критериям, описывающих статистическую повто-
ряемость структур на разных уровнях, а все случайные и AuAu фрак-
тальные события с зависимым делением подавлены.
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