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Актуальность темы
Квантовая хромодинамика является фундаментальной теорией для описания
сильных взаимодействий. Согласно партонной модели [1] адрон в высокоэнер-
гетических соударениях эффективно состоит из точечных центров рассеяния
- партонов. В совокупности с открытием асимптотической свободы [2; 3] дан-
ная модель позволила практически исследовать внутреннюю структуру ад-
ронов и свойства составляющих их партонов, впоследствии отождествленных
с кварками и глюонами. Асимптотическая свобода подразумевает, что в глу-
боконеупругом рассеянии (ГНР) эффективный заряд αS при больших зна-
чениях квадрата переданного импульса Q2 (т.е. на малых пространственных
масштабах) стремится к нулю и кварки можно считать асимптотически сво-
бодными. Таким образом, возможно получить пертурбативную (с примене-
нием теории возмущений) амплитуду партонного процесса. Однако на малых
энергетических масштабах теория возмущений становится неприменимой из-
за неограниченного роста эффективного заряда, что физически выражает-
ся в нахождении кварков только в связанных адронных состояниях. И, сле-
довательно, необходимо учитывать крупномасштабную (непертурбативную)
динамику сильных взаимодействий, ответственных за удержание партонов.
Стандартным подходом к решению данной проблемы является факторизация
амплитуды процесса на пертурбативную (описывающую процессы на малых
пространственно-временных масштабах и вычисляемую по теории возмуще-
ний) и непертурбативную (описывающую процессы на больших масштабах)
компоненты. Факторизационные теоремы выражают амплитуды жестких ад-
ронных процессов в виде свертки пертурбативных (жестких) и непертурба-
тивных (мягких) множителей. Мягкие множители определяются как мат-
ричные элементы соответствующих партонных операторов между адронны-
ми состояниями и, как правило, рассматриваются феноменологически, т.к.
на текущий момент нет способа вычислять их аналитически в теории возму-
щений.

Альтернативный подход к изучению процессов при высоких энергий, осно-
ванный на теории Редже [4], базируется на общих аналитических и кроссинг
свойствах амплитуды рассеяния. В нем амплитуда рассеяния рассматривает-
ся как функция комплексного углового момента t-канальных парциальных
волн, и полная амплитуда однозначно определяется набором их полюсов.

Одним из наиболее развитых методов расширения области применения
пертурбативного подхода является аналитическая теория возмущений (АТВ,
analytic perturbation theory (APT)) [5] (также см. обзоры [6],[7]), на которой
мы сосредоточимся в дальнейшем. Ключевой идеей подхода является объ-
единение метода ренормгруппы с требованием аналитичности по квадрату
переданного импульса, что приводит к переходу от степенного ряда по кон-
станте связи к ряду по аналитическим образам соответствующих степеней
константы связи.
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Основным объектом исследования данной работы являются феномено-
логические кварковые распределения для эксклюзивных процессов, поэтому
остановимся на них более подробно.

Инклюзивное сечение глубоконеупругого лептон-адронного рассеяния вы-
ражается в виде свертки пертурбативного подпроцесса и партонных плотно-
стей, характеризующих плотность вероятности данного партона иметь долю
импульса адрона - мишени.

При рассмотрении эксклюзивных процессов возникает необходимость в
непрямой кинематике, когда испускаемый и поглощаемый адроном кварк
имеют различные доли импульса. Данное обобщение уже имеет смысл ам-
плитуды вероятности.

Обобщенные партонные распределения (ОПР, generalized parton distribution
(GPD)) были введены для описания эксклюзивных амплитуд процессов глу-
боконеупругого комптоновского рассеяния (ГНКР, DVCS) [8—10] и глубоко-
неупругого рождения мезонов (DVMP) [11; 12]. В лидирующем приближении
для больших Q2 эти процессы факторизуются на вычислимую по теории воз-
мущений часть отвечающую жесткому рассеянию, и универсальные непер-
турбативные ОПР [12; 13]. Обобщенные амплитуды распределений (ОАР,
generalized distribution amplitude (GDA)) были введены как t-канальный ана-
лог ОПР [8].

Функции TMD (Transverse Momentum dependent parton Distributions), за-
висящие от доли коллинеарного импульса и вектора поперечного импульса
f(x, p⃗⊥), могут быть связаны с ОПР дифференциальным соотношением [14].

ОПР активно изучаться экспериментально на установках COMPASS (а
также в будущем на AMBER/COMPASS-2) в CERN, CLAS в JLAB, J-PARC
в KEK и на множестве экспериментов в DESY.

Исследования в этой области приобретают все большую актуальность в
связи с планами изучения ОПР на будущих установках EIC в BNL и SPD@NICA
в ОИЯИ.

Цель работы
Целью данной работы является изучение аналитических свойств амплитуд
эксклюзивных и инклюзивных жестких адронных процессов, обобщенных
партонных распределений, обобщенных амплитуд распределений с примене-
нием математического аппарата интегральной геометрии, разработка анали-
тических и численных методов как получения новых распределений так и
прикладного анализа экспериментальных данных эксклюзивных и инклюзив-
ных процессов. А также разработка моделей на основе аналитической теории
возмущений (АТВ) для правила сумм Бьёркена в области низких энергий.
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Научная новизна и практическая ценность
Описание адронных процессов в области низких энергий остается трудной за-
дачей для квантовой хромодинамики. В данной работе исследуются как фе-
номенологические функции описывающие непертурбативную низкоэнергети-
ческую динамику сильновзаимодействующих частиц, так и поведение самих
эффективных зарядов.

Для феноменологических функций обобщенных партонных распределе-
ний получены новые методы восстановления из них ДР на основе обратного
преобразования Радона, причем нескольким различными способами, в том
числе позволяющими вычислить вклады различных каналов. Полученные
преобразования применены на фотоне в лидирующем приближении. Также
для них на примере фотона впервые аналитически применено голографи-
ческое правило сумм и вычислен компонент формфактора тензора энергии-
импульса, отвечающий за механическую устойчивость. Это ценно по несколь-
ким причинам. С одной стороны данные методы можно непосредственно при-
менять как для аналитических так и численных расчетов. С другой сторо-
ны аналитический пример прекрасно подходит для разработки и тестирова-
ния математического аппарата феноменологии в коллинеарной факториза-
ции жестких адронных процессов. В то же время появляется возможность
исследовать различные партонные распределения на будущих поляризаци-
онных экспериментах на EIC и SPD@NICA. На EIC одними из возможных
способов является извлечение ОПР из процесса DDVCS - дважды глубоко-
виртуального комптоновского рассеяния, что требует высокой светимости и
способности регистрировать все продукты реакции, а также эксклюзивно-
го фоторождения пар мезонов [15]. На SPD в процессах DVMP - глубо-
конеупругого рождения векторных мезонов возможно измерение моментов
ОПР. Свертка двух ОПР может быть извлечена из эксклюзивных процессов
Дрелла-Яна. TMD, как одно из основных направлений исследований обеих
установок, связаны с ОПР, как было указано выше.

Впервые "массивная"аналитическая теория возмущений в сочетании с
правилами сумм Буркхарда-Котингема и Герасимова-Дрелла-Хирна приме-
нена к экспериментальным данным правила сумм Бьёркена для продолжения
до Q2 = 0. Проведено сравнение модификаций АТВ и их устойчивость.

Положения, выносимые на защиту
1. В рамках факторизационного представления построен новый подход к

анализу амплитуд эксклюзивных жестких процессов, сочетающий ме-
тоды интегральной геометрии и исследование аналитических свойств.
Получено новое представление для обратного преобразования Радона,
справедливое во всей области аналитичности амплитуды, описывающей
глубоконеупругое комптоновское рассеяние и электророждение адро-
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нов.

2. Данные преобразования применены аналитически на фотонных обоб-
щенных партонных распределениях и получены двойные распределе-
ния для фотона. Также для них получено голографическое правило
сумм с конечным вычитанием, связанным с гравитационным формфак-
тором адрона. Полученные результаты находятся в согласии с кри-
терием механической устойчивости облака виртуальных фермионных
(кварк-антикварковых) пар. Вычислены функции квинтэссенции - базо-
вые функции дуальной параметризации. Константное вычитание успеш-
но применено к описанию сечения электророждения векторных мезонов
на примере ρ0 мезона.

3. Построены новые численные модели спектральных функций высших
твистов правила сумм Бьёркена. Получено хорошее согласие с экспери-
ментальными данными при малых значениях Q2. Проведено сравнение
различных модификаций АТВ.

Содержание диссертации
Во введении рассматривается современное состояние КХД и подходы к ис-
следованию аналитических свойств амплитуд эксклюзивных и инклюзивных
жестких процессов.

ОПР определяют амплитуду вероятности адрону испустить кварк с кол-
линеарной долей импульса (x + ξ) и поглотить соответственно (x − ξ), как
изображено на Рис.1 где P =

Pi+Pf

2 , ξ =
P+
i −P+

f

P+
i +P+

f

- т.н. ’асимметрия’ - доля

γ∗ γ

(x+ ξ)P (x− ξ)P

Pi Pf
H(x, ξ, t)

Рис. 1: Диаграмма глубоконеупругого рассеяния

коллинеарного импульса, переданного адроном. Название объясняется тем,
что в пределе прямой кинематики ОПР сводятся к партонным плотностям:

H(x, 0, 0) = q(x) для x > 0,

H(x, 0, 0) = −q̄(−x) для x < 0, (1)
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Спиральность адрона

сохраняется меняется

Сумма по спиральностям партонов H(x, ξ, t) H̃(x, ξ, t)

Разность по спиральностям партонов E(x, ξ, t) Ẽ(x, ξ, t)

Таблица 1: Спиральные ОПР

где q(x) и q̄(x) плотности кварков и антикварков соответственно.
Широкий интерес к ОПР вызван тем, что они описывают непертурбатив-

ную динамику партонов на уровне амплитуд. В частности, моменты ОПР по
x непосредственно связаны со спиновой структурой протона [16], с гравитаци-
онным формфактором кварков и глюонов [17; 18] а также с распределением
давления и вязких сил [19]. Что недавно было применено к вычислению рас-
пределения давления в протоне [20], используя зависимость ОПР от квадрата
переданного импульса.

Обширные обзоры, посвященные ОПР, их интерпретации и феноменоло-
гии даны в [21; 22].

В контексте переменных на световом конусе

v± =
1√
2
(v0 ± v3), v = (v1, v2) (2)

кварковые ОПР в случае барионов определяются через матричные элементы
кварковых операторов [23]:

1

2

∫
dz−

2π
eixP

+z−⟨p′| q̄(−z) γ+q(z) |p⟩
∣∣∣
z+=0, z=0

=
1

2P+

[
Hq(x, ξ, t) ū(p′)γ+u(p) + Eq(x, ξ, t) ū(p′)

iσ+α∆α

2m
u(p)

]
,

1

2

∫
dz−

2π
eixP

+z−⟨p′| q̄(−z) γ+γ5 q(z) |p⟩
∣∣∣
z+=0, z=0

=
1

2P+

[
H̃q(x, ξ, t) ū(p′)γ+γ5u(p) + Ẽq(x, ξ, t) ū(p′)

γ5∆
+

2m
u(p)

]
, (3)

где ОПР, зависящие от коллинеарных компонент импульса (x, ξ), опреде-
ляют следующие спиральные компоненты (спиральность кварков в данном
примере сохраняется), см Таб.1.
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Первые меллиновские моменты ОПР соответствуют формфакторам:∫ 1

−1

dxH(x, ξ, t) = F1(t),

∫ 1

−1

dxE(x, ξ, t) = F2(t), (4)∫ 1

−1

dx H̃(x, ξ, t) = gA(t),

∫ 1

−1

dx Ẽ(x, ξ, t) = gP (t), (5)

где F1(t) и F2(t) формфакторы соответственно Дирака и Паули, а gA(t) и
gP (t) - аксиальный и псевдоскалярный.

Кроме того, ОПР, как характерные распределения эксклюзивных процес-
сов, несут более детальную информацию о внутренней динамике партонов,
нежели партонные плотности. В частности, правило сумм Джи [16] опреде-
ляет спиновую структуру адрона:

1

2

∫ 1

−1

dx x[H(x, ξ, t) + E(x, ξ, t)] = Jq(t), (6)

где Jq(0) - вклад кварков в полный спин адрона.
ОПР должны удовлетворять множеству ограничений [24], в частности,

т.н. полиномиальность и позитивность (положительная определенность мно-
жества наблюдаемых). Для их удовлетворения была разработан ряд пара-
метризаций. В частности параметризация т.н. двойных распределений (ДР)
[8; 25]

F (x, ξ, t) =

∫ 1

−1

dβ

∫ 1−|β|

−1+|β|
dα δ(x− β − ξ α)f(β, α, t) , (7)

которые математически являются ничем иным как преобразованием Радона
[26](преобразование широко применяемое в задачах томографии), как было
показано в [27; 28]. Т.о. ОПР является интегралом от ДР по линии с уклоном
−1/ξ и пересекающей ось β в точке x.

ДР имеют область определения |α|+|β| ≤ 1 и объединяют в себе элементы
обоих каналов: как партонной плотности так и амплитуды распределения. А
именно - партонная плотность это интеграл от ДР вдоль вертикальной линии
β = x:

q(x) =

∫ 1

−1

dαf(x, α, 0), (8)

при этом α определяет зависимость, подобную амплитуде распределения.
Другая параметризация, которая будет применена в нашей работе, т.н.

дуальная параметризация - основана на представлении амплитуды в виде
бесконечного ряда t-канальных обменов [29; 30].

Существует альтернативная параметризация, основанная на представле-
нии перекрытия волновых функций на световом конусе (LFWF) [31].
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Из дисперсионных соотношений следует [32] голографическое правило
сумм ОПР, согласно которому вся физическая информация (в лидирующем
приближении) в плоскости переменных партонной доли импульса x и пара-
метра асимметрии ξ содержится на линии |x| = ξ с точностью до вычитания,
связанного с механическими свойствами [19], использованными эксперимен-
тально в работе [20].

В работах [33; 34] были вычислены ОПР и ОАР, соответственно, исклю-
чительно в рамках квантовой электродинамики путем вычисления амплитуд
ГНКР виртуального фотона на фотоне в лидирующем приближении и кол-
линеарной кинематике. Позднее были получены обобщения для ненулевого
прицельного параметра [35; 36]. Это позволяет аналитически проверять име-
ющийся математический аппарат КХД на игрушечной фотонной модели.

В первой главе исследуются аналитические свойства фотонных ОПР,
расширение их в нефизическую область с помощью ОАР. Разрабатываются
новые способы обратного преобразования Радона для ОПР, а также исследу-
ется их связь с дисперсионными соотношениями.

Параметризация в форме ДР для зарядово четных ОПРH иE определена
не однозначно. Однако "калибровочным"преобразованием [27] всегда можно
привести его к стандартному виду

F (x, ξ, t) =

∫ 1

−1

dβ

∫ 1−|β|

−1+|β|
dz δ(x− β − ξ z)f(β, z, t) +DF (x, ξ, t) , (9)

где ДР четно по z: f(β, z, t) = f(β,−z, t). Момент по x выражается полино-
мом по ξ. Чтобы гарантировать данное свойство был введен D–член в правой
части (9) [37]

DF (x, ξ, t) = θ(1− |x/ξ|)sign(ξ)dF (x/ξ) . (10)

Он входит в ОПР в виде нечетной функции dF (x), dF (x) = −dF (−x). Из (9)
и(10) следует, что D–член можно вычислить как предел

dF (x) = lim
ξ→∞

F (xξ, ξ, t) for |x| ≤ 1 . (11)

Заметим, что полные ОПР на интервале −1 ≤ x ≤ 1 представляют собой
сумму кваркового и антикваркового вкладов, определенных соответственно
на интервалах −ξ ≤ x ≤ 1 и −1 ≤ x ≤ ξ, а соответствующие ДР на β ≤ 0 и
β ≤ 0.

В дальнейшем по умолчанию будем считать, что D–член уже вычтен, и
ДР ограничено неотрицательными y, таким образом

F (x, ξ, t)−DF (x, ξ, t) ⇒ F (x, ξ, t) =

∫ 1

0

dβ

∫ 1−β

−1+β

dα δ(x−β− ξ )f(β, α, t), (12)
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где ДР имеет компактную область определения 0 ≤ β ≤ 1 и |α| ≤ 1−β. Так,
что для ОПР |ξ| ≤ 1 и −ξ ≤ x ≤ 1,

F (x, ξ, t) = θ(x+ ξ)f(x, ξ, t) + θ(x− ξ)f(x,−ξ, t) , (13)

выражено через функции

f(x, ξ, t) =
1

ξ

∫ x+ξ
1+ξ

0

dy f(y, (x− y)/ξ, t) . (14)

Они, в свою очередь, обращаются в ноль на границе x = −ξ, но могут быть
не аналитичны при ξ = 0. Здесь и далее примем, что ξ положительна.

Преобразование Радона (12) также гарантирует, что ОПР можно одно-
значно расширить на всю плоскость (x, ξ) (вследствие того, что это Фурье
образ аналитической функции[8; 38] как будет показано далее).

Следует заметить, что обратное преобразование Радона является некор-
ректно поставленной задачей, в нашем случае, ДР не является непрерывной
функцией от ОПР. На текущий момент обратное преобразование Радона при-
менялось для обращения ОПР в работах [39—42].

В литературе хорошо известны 2 способа обратного преобразования Ра-
дона: через преобразование Фурье и т.н. фильтрованное обратное проециро-
вание. В последнем случае термин возникший в обработке сигналов означа-
ет следующее. Производная по доле импульса вместе интегралом Гильберта
служат фильтром, а последующее интегрирование по ξ - обратным проециро-
ванием. Как будет показано далее в комплексной плоскости для ОПР фильтр
не требуется, и достаточно одного интеграла.

Чтобы вычислить ДР на основе ОПР совершим обратное преобразование
Фурье, где ограничимся |ξ| < 1,

F−1[F ](κ, ξ, t) =

∫ 1

−1

dx e−iκxF (x, ξ, t) . (15)

Подставив определение параметризации ДР 9 получаем двойное обратное
преобразование Фурье от ДР

F−1[F ](κ, ξ, t) = F−1
2 [f ](κ, ξκ, t) ≡

∫ 1

0

dβ

∫ 1−β

−1+β

dα e−iκβ−iκξ αf(β, α, t) , (16)

оно является аналитической функцией по κ и ξ. Следовательно можно убрать
ограничение |ξ| < 1 аналитическим продолжением (AC) по ξ. Проведя прямое
преобразование Фурье получим ОПР, расширенное на всю область определе-
ния

F(x, ξ, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dκ eiκxACF−1[F ](κ, ξ, t) . (17)
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Т.о. ДР можно получить двойным прямым преобразованием Фурье,

f(β, α, t) =
1

4π2

∫ ∞

−∞
dκ

∫ ∞

−∞
dλ eiκβ+iλα F−1[F](κ, λ/κ, t) , (18)

обратного преобразования Фурье от

F−1[F](κ, ξ, t) =
∫ ∞

−∞
dx e−iκxF(x, ξ, t) (19)

расширенного ОПР F или аналитического продолжения

F−1[F](κ, ξ, t) = ACF−1[F ](κ, ξ, t)

непосредственно ОПР.
Далее не сложно получить обращение в виде фильтрованного обратного

проецирования [43]

f(β, α, t) =
−1

2π2

∫ ∞

−∞
dξ

∂

∂β
PV

∫ ∞

−∞

dx

x
F(x+ β + ξα, ξ, t) , (20)

Проведя преобразование координат для нефизической части ОПР, соответ-
ствующей ОАР, и учтя четность по ξ получим выражение для ДР, причем с
разделением по вкладам различных каналов (s и t, соответственно из ОПР и
ОАР) [43]

f(β, α, t) =

∫ 1

0

dξ f(β, α, t|ξ) , (21)

f(β, α, t|ξ) = fGPD(β, α, t|ξ) + fGDA(β, α, t|ξ) , (22)

fGPD(β, α, t|ξ) =
−1

2π2
∂

∂β
PV

∫ 1

−ξ

dx
2(x− β)

(x− β)2 − ξ2α2
F (x, ξ, t) , (23)

fGDA(β, α, t|ξ) =
−1

2π2
∂

∂β
PV

∫ 1

−1

dx
2(x− ξβ)

(x− ξβ)2 − α2
F(x, ξ, t) . (24)

В работе [40] Д.Мюллер показал, что для ОПР, обладающих LFWF пред-
ставлением, ДР можно получить однократным интегрированием в комплекс-
ной плоскости "внешней"(x > ξ) ОПР F out(x, ξ, t)

f(y, z, t) =
−1

2πi

∂

∂y

∫ i∞

−i∞
dr

1− y + z

(1 + z + rz)2
F out

(
y + rz

1 + z + rz
,
r − (1 + r)y

1 + z + rz
, t

)
,

(25)
где |z| ≤ 1 − y и 0 ≤ y ≤ 1 − y. В нашей статье [43] Д.Мюллером данный
результат был выведен в общем случае, для ОПР не обязательно обладающим
LFWF представлением.
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Амплитуду глубоконеупругого Комптоновского рассеяния можно разло-
жить по тензорному базису [44]

T µναβ(∆T = 0) =
1

4
gµνT g

αβ
T A1 +

1

8

(
gµαT gνβT + gναT gµβT − gµνT g

αβ
T

)
A2+

1

4

(
gµαT gνβT − gµβT gανT

)
A3

Следует отметить, что для фотона A2 = 0, а соответствующие амплитуды
определяются свертками:

A1(ξ) =

1∫
−1

dxCV (x, ξ)H1(x, ξ, 0), A3(ξ) =

1∫
−1

dxCA(x, ξ)H3(x, ξ, 0) (26)

где

Cq
V/A(x, ξ) = −2e2q

(
1

x− ξ + iϵ
± 1

x+ ξ − iϵ

)
(27)

Опуская здесь и далее множитель NCe
2
q

4π2 ln Q2

m2 (т.к. исследуется зависимость
только от x, ξ), фотонные ОПР соответствующие амплитудам (26) равны [33]:

Hq
1(x, ξ, 0) =θ(x− ξ)

x2 + (1− x)2 − ξ2

1− ξ2
+ θ(ξ − x)θ(x+ ξ)

x(1− |ξ|)
|ξ|(|ξ|+ 1)

−

θ(−x− ξ)
x2 + (1 + x)2 − ξ2

1− ξ2
,

Hq
3(x, ξ, 0) =θ(x− ξ)

x2 − (1− x)2 − ξ2

1− ξ2
− θ(ξ − x)θ(x+ ξ)

1− |ξ|
|ξ|+ 1

+

θ(−x− ξ)
x2 − (1 + x)2 − ξ2

1− ξ2
.

Тогда как ОАР равны [34]:

Φq
1(z

′, ζ ′, 0) = θ(z′ − ζ ′)
z′(2z′ − ζ ′)

ζ ′
+ θ(z′ − ζ ′)

z′(2z′ − ζ ′)

ζ ′
+

θ(ζ ′ − z′)
z′(2z′ − 1− ζ ′)

ζ ′
+ θ(ζ ′ − z′)

z′(2z′ − 1− ζ ′)

ζ ′
(28)

Φq
3(z

′, ζ ′, 0) = θ(z′ − ζ ′)
z′ζ ′

ζ ′
− θ(z′ − ζ ′)

z′ζ ′

ζ ′
− θ(ζ ′ − z′)

z′ζ ′

ζ ′
+ θ(ζ ′ − z′)

z′ζ ′

ζ ′
(29)
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Из соображений удобства мы используем более симметричный способ [27;
45] задания аргументов фотонных амплитуд распределения через разность
импульсов:

z′ =
1− z

2
,

ζ ′ =
1− ζ

2
, (30)

где z′, ζ ′ - переменные использованные, в частности, в работе [34].
Фотонные ОПР, полученные из DVCS, определены в области |ξ| < 1 и

|x| < 1. Они могут быть расширены в нефизическую область |ξ| > 1, путем
выражения ОПР через ОАР Φ(z, ζ) в физической для них области −1 < z <
1,−1 < ζ < 1.

В принятой нормировке [21; 33; 34] соотношение между ОПР и ОАР, по-
лученное в работе [27] принимает вид:

H(x, ξ) =
1

2
sgn(ξ)Φ(

x

ξ
,
1

ξ
) (31)

Применяя (31) к (28) и (29) мы получим [39] ОПР Hq
1(x, ξ) при |ξ| > 1,

x−xξ
ξ2+ξ −1 < x < 1,
(x−ξ)(2xξ+ξ2−1)

ξ(ξ2−1) x > 1,
(x+ξ)(−2xξ+ξ2−1)

ξ(ξ2−1) x < −1

(32)

и аналогично для Hq
3(x, ξ),

ξ−1
ξ+1 −1 < x < 1,
2(x−ξ)
ξ2−1 x > 1,

−2(x+ξ)
ξ2−1 x < −1

(33)

Т.о. имеем ОПР определенную во всей расширенной области определения
и применив обратное преобразование Радона получили ДР [39]:

f1(β, α) = [2(1− |β| − |α|)− 1 + δ(α)]sgn(β), (34)
f3(β, α) = δ(α)− 1. (35)

Во второй главе исследуется голографическое правило сумм в примене-
нии к ОПР, а также связь ОПР с тензором энергии-импульса, и вытекающие
из нее механические свойства адронов.

рассмотрим дисперсионные соотношения, связывающие действительную
и мнимую части амплитуды DVCS [32] применительно к фотону. Вклад ОПР
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в жесткую эксклюзивную амплитуду (в частности в DVCS) в лидирующем
порядке определен (опуская множители −2e2q) как

A1,3(ξ, t) =

1∫
−1

dxH1,3(x, ξ, t)[
1

x+ ξ − iϵ
± 1

x− ξ + iϵ
] (36)

или компактно

A1,3(ξ, t) =

1∫
−1

dx
H1,3(x, ξ, t)

x+ ξ − iϵ
(37)

ImA1,3(x, t) = −πH1,3(x, x, t). (38)

Заметим, что мнимые части амплитуд A1 и A3 в области x > 0 отличаются
лишь знаком, т.к.

H1(x, x) = −H3(x, x) =
1− x

1 + x
(39)

Согласно голографическому правилу сумм для ОПР [32] в лидирующем
приближении вся информация о коллинеарной структуре адрона с точностью
до вычитательной константы содержится в одномерной области:

P

1∫
−1

H(x, ξ)−H(x, x)

x− ξ
dx = ∆ =

1∫
−1

dβ

1−|β|∫
−1+|β|

dα
G(β, α)

α− 1
, (40)

где P
∫

обозначает главное значение несобственного интеграла, и ∆ не зави-
сит от ξ, следовательно,

ReA(ξ) =
P

π

1∫
−1

ImA(x)

x− ξ
dx+∆ (41)

Перейдем непосредственно к получению голографического правила сумм
для фотона, проинтегрировав полученные ОПР мы получили [39]

1∫
−1

H1(x, ξ)−H1(x, x)

x− ξ
dx = 2 ln 2 при |ξ| < 1 (42)

1∫
−1

H3(x, ξ)−H3(x, x)

x− ξ
dx = 0 при |ξ| < 1 (43)

Полученный значения согласуются с (40) с правой частью (56).
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Мы получили, что H1 и H3 удовлетворяют голографическому правилу
сумм также и в нефизической области |ξ| > 1, [39] как и предсказывалось в
[46],

ξ∫
−ξ

H1(x, ξ)−H1(x, x)

x− ξ
dx = 2 ln 2 при |ξ| > 1, (44)

ξ∫
−ξ

H3(x, ξ)−H3(x, x)

x− ξ
dx = 0 при |ξ| > 1 (45)

Как видно, вычитательные константы не зависят от ξ [47], для любых
конечных ξ.

Альтернативой двойным распределениям в задании структуры адрона яв-
ляется дуальная параметризация, в которой партонные распределения пред-
ставлены в виде бесконечного ряда t-канальных обменов [29]. В дуальной
параметризации амплитуда глубоконеупругого рассеяния определяется ин-
тегралами [30]:

ImA(ξ, t) =

1∫
1−

√
1−ξ2

ξ

dx

x
N(x, t)[

1√
2x
ξ − x2 − 1

] (46)

ReA(ξ, t) =

1−
√

1−ξ2

ξ∫
0

dx

x
N(x, t)[

1√
1− 2x

ξ + x2
+

1√
1 + 2x

ξ + x2
− 2√

1 + x2
]

+

1∫
1−

√
1−ξ2

ξ

dx

x
N (x, t)[

1√
1 + 2x

ξ + x2
− 2√

1 + x2
] + 2D(t) (47)

которые могут быть однозначно обращены следующим образом [30]:

N(x, t) =
2

π

x(1− x2)

(1 + x2)3/2

1∫
2x

1+x2

dξ

ξ3/2
1√

ξ − 2x
1+x2

{1
2
ImA(ξ, t)− ξ

d

dξ
ImA(ξ, t)}, (48)

где N(x, t) - т.н. функция квинтэссенции, её физическое содержание более
ясно можно видеть для моментов Меллина функции N(x, t), которые непо-
средственно связаны со вкладами кварк-антикварковых состояний с опреде-
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ленным угловым моментом в t-канале [48]:

1∫
0

dxxJ−1N(x, t) =
1

2

1∫
−1

dz
ΦJ(z, t)

1− z
, (49)

где ΦJ(z, t) амплитуда распределения обмена с угловым моментом J как про-
иллюстрировано на Рис. 2. Подставляя πH(ξ, ξ) получим квинтэссенцию для

Рис. 2: Разложение ОПР на бесконечную сумму t-канальных обменов по мо-
менту J

фотона

N1(x) = −N3(x) =
(x− 1)(x2 + 2x log(x)− 1)

(x+ 1)2
, (50)

изображенную на Рис. (3). Как видно, N1(x) = −N3(x) т.к. то же верно и
для мнимых частей соответствующих амплитуд, см. (39)

Рис. 3: Квинтэссенция N1(x)

Уравнение (46) (после подстановки 1
w = 1

2(x + 1
x) первоначально приме-

няемой в аэродинамике, см. конформное преобразование Жуковского) есть в
точности преобразование Абеля [30]. Т.е. оно может быть интерпретировано
как двумерная проекция аксиально симметричной функции

m(ω) =
M(ω)

ω
(51)
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Рис. 4: m(ω)

Рис. 5: M(ω)

ImA(ξ, t) =

1∫
ξ

dω

ω
M(ω, t)

√
ξ√

ω − ξ
(52)

Для фотона

m(ω) =

√
1− ω2 + ω tanh−1(

√
1− ω2)

ω(ω + 1)3/2
, (53)

изображена на Рис. 4, и M(ω) = ωm(ω) на Рис. 5
Моменты ОПР тесно связаны с механическими свойствами адрона [19].

⟨P ′|T̂µν(0)|P ⟩ = N̄(p′)

[
M2(t)

P̄µP̄ν

mN
+ J(t)

iP̄{µσν}ρ∆
ρ

mN

+ d(t)
1

5mN

(
∆µ∆ν − gµν∆

2
)
± c̄(t)gµν

]
N(p) . (54)
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Формфактор d(t) связан с D-членом адрона D(α, t). А именно является пер-
вым коэффициентом в разложении D-члена по полиномам Гегенбауэра C3/2

n (α).
Найдем D-члены фотонных ОПР (H1 и H3) основываясь [46] на

D(α) = Φ(α, 0), (55)

отсюда, подразумевая здесь и далее коэффициент NCe
2
q

4π2 ln Q2

m2 , получаем [39]

D1(α) = (|α| − 1)(2|α|+ 1)sgn(α)

D3(α) = 0 (56)

Из разложения D1(α) по полиномам Гегенбауэра d1 = −5
6 [39].

Стоит заметить, что отрицательный знак (при положительных α) D-члена,
как и d1 соответствует критериям механической устойчивости, полученных
для ядер в вакууме [37], ядерной материи [49] и Q-balls [50].

Оценим качественное влияние вычитательной константы на инклюзивные
сечения рождения векторных мезонов, в особенности с учетом их отклонения
от предсказанных. Исследуем недавние данные на средних энергиях в с.ц.м.
W (CLAS [51], CORNELL, HERA [52; 53], E-665 [54] и HERMES [55]

Типичная диаграмма для вклада кварков в амплитуду DVMP изображена
на Рис. (6).

Рис. 6: Вклад кварков в элек-
тророждение ρ0 в лидирующем
приближении

Было показано [12], что вклад валентных кварков в коллинеарную ампли-
туду электророждения продольного ρ0 с сохранением спиральности опреде-
ляется [56]:

Aval
collinear =

1∫
−1

dx
1√
2
(euH

u(x, ξ)− edH
d(x, ξ))

{
1

x+ ξ − iϵ
+

1

x− ξ + iϵ

}
(57)

Применим стандартный анзатц ДР:

fi(β, α) = hi(β)
Γ(2ni + 2)

22ni+1Γ2(ni + 1)

[(1− |β|)2 − α2]

(1− |β|)2ni+1
, (58)
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где в качестве hi(β) возьмем параметризацию Голоскокова-Кролла (GK) [57]:

hi(β) = β−δi(1− β)2ni+1
3∑

j=0

cijβ
j/2 (59)

Обе широко применяемые параметризации GK и VGG (M. Vanderhaeghen,
P. A. Guichon, M. Guidal [58]) в приложении к ρ0, ρ+ и ω обеспечивают хо-
рошее согласие с экспериментальными данными на высоких энергиях, но де-
монстрируют снижение сечений при уменьшении W ≲ 10 GeV тогда как
экспериментальные данные напротив показывают значительный рост. Было
предложено [59] добавлять обобщенный вклад на основе D–члена в ОПР в
форме параметризации VGG в целях устранить указанное расхождение.

В работе [60] мы применяем параметризацию GK со вкладом D–члена.
А именно, используем первый коэффициент его разложения по полиномам
Гегенбауэра:

Dq(α) = (1− z2)
∞∑
i=0

diC
3/2
2i+1 (60)

полученным из киральной кварк-солитонной модели [61]:

dCQM
1 = du1 = dd1 = −4.0

Nf
(61)

Для простоты пренебрежем влиянием поперечных импульсов:

Acollinear(W ) = Aval
collinear(W ) + Asea

collinear(W ) + Ag
collinear(W ), (62)

где валентный вклад имеет добавку связанную с D–членом:

Aval
collinear(W ) → Aval

collinear(W ) + ∆(W ), (63)

где

∆(W ) =

ξ∫
−ξ

dx
1√
2
(eu − ed)D(

x

ξ
)

{
1

x+ ξ
+

1

x− ξ

}
, (64)

Вышеупомянутое голографическое правило сумм подразумевает незави-
симость вычитательного вклада от W . В то же время было показано[47], что
вычитание также слабо зависит от виртуальности фотона Q2.

σ(W ) ≈ σ0(W )

∣∣∣∣ACollinear(W ) + a ·∆
ACollinear(W )

∣∣∣∣2 , (65)

Т.к. зависимость вычитания от поперечных степеней свободы неизвестна,
мы добавили фактор a, характеризующий возможную зависимость от попе-
речной динамики и t. Известно, что учет поперечных степеней свободы может
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повышать сечение на порядок. Поэтому разумно ожидать коэффициент око-
ло

√
10 ≈ 3.

Численные данные для вычислений следующие: ⟨Q2⟩ = 4GeV , Nf = 5
и t = 0. Экспериментальные точки и исходная зависимость σ0(W ) взяты из
[62].

Фитирование данных ρ0 мезона дает a ≈ 4.8. Полученная зависимость
изображена на Рис. 7.
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Рис. 7: Сечение рождения линейно поляризованного ρ0 мезона
с вычитанием умноженным на 1 - синяя штриховая линия, 3 -
зеленая штрих-пунктирная и фитированное значение a ≈ 4.8
- красная сплошная, исходная модель GK - черная сплошная;
Экспериментальные точки: CLAS - красные квадраты,
CORNELL - синие круги, HERMES - черные ромбы, E665 -
сиреневые треугольники, ZEUS - перевернутые зеленые тре-
угольники, H1 - коричневые окружности.

Возможная интерпретация нашего результата следующая. При высоких
энергиях вкладом валентных кварков можно пренебречь, однако при энер-
гиях меньше 10 GeV их вклад и, в особенности, вклад D–члена становится
определяющим для сечения.

В третьей главе модифицированная аналитическая теория возмущений
(АТВ) применяется к описанию правила сумм Бьёркена в инфракрасной об-
ласти.

Метод ренормгруппы (РГ) в соответствии с принципом ренормализацон-
ной инвариантности позволяет модифицировать пертурбативное разложение
и улучшить поведение суммы ряда в ультрафиолетовой области. Однако в ин-
фракрасной области, где инвариантная константа связи имеет нефизические
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сингулярности, применение РГ к ряду ТВ не позволяет получить стабильный
результат.

В работе [63] метод РГ, дополненный требованием аналитичности по квад-
рату переданного импульса Q2, вытекающей из принципа причинности, и
применен для устранения нефизических сингулярностей в квантовой элек-
тродинамике. Для КХД данные идеи были развиты в работах [64],[65],[66]
(обзоры [6; 7]). Таким образом была сформулирована аналитическая теория
возмущений, в которой при вычислении физических наблюдаемых степенной
ряд по константе связи заменяется функциональным

∑
k ckα

k
s →

∑
k ckAk,

где каждой степени константы связи соответствует ее аналитический образ.
Отличительным свойством АТВ является стабильность как по отношению к
порядку ТВ так и схеме вычитания.

Для практических применений необходимы два условия. Согласие со стан-
дартной ТВ в ультрафиолетовой области, чему АТВ полностью удовлетво-
ряет, а также ограничить рост возникших ультрафиолетовых логарифмов
в инфракрасной области. Для решения этой проблемы воспользуемся MPT
("массивной"APT) [67], АТВ, модифицированной сдвигом Q2 на эффектив-
ную массу глюона.

Правило сумм Бьёркена определяется как интеграл от разности спиновых
структурных функций g1 протона и нейтрона по переменной Бьёркена при
фиксированной Q2:

Γp−n
1 (Q2) =

1∫
0

[
gp1(x,Q

2)− gn1 (x,Q
2)
]
dx. (66)

При больших значениях Q2 правило сумм записывается как:

Γp−n
1 (Q2) =

|gA/V |
6

[
1−∆Bj(Q

2)

]
+

∞∑
i=2

µ2i
Q2i−2

, (67)

где |gA/V | = 1.2762 ± 0.0005 [68] нуклонный аксиальный заряд, Пертурба-
тивные поправки ∆Bj(Q

2) на уровне 4-х петель в безмассовом случае имеют
вид[69]

∆Bj(Q
2) = 0.31αs(Q

2)− 0.363α2
s(Q

2) + 0.652α3
s(Q

2) + 1.804α4
s(Q

2) (68)

Последний член (67) - непертурбативная поправка высших твистов (HT).
Примем естественное предельное условие

Γp−n
1 (Q2 = 0) = 0, (69)

следующее из конечности сечений в пределе реальных фотонов.
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Используя правило сумм Герасимова-Дрелла-Хирна [70],[71] и Буркхарда-
Котингема [72] аналогично [73], [74] получаем

d

dQ2
Γp−n
1 (Q2 = 0) =

−(µp − 1)2 + µ2n
8M 2

, (70)

где µp = 2.79 и µn = −1.79 магнитные моменты протона и нейтрона [68]
соответственно, M = 0.938 GeV - масса нуклона.

При малых Q2 выражение для высших твистов с конечным набором сла-
гаемым не удовлетворительно. Применим ресуммирование вклада высших
твистов, предложенное в [75]:

∞∑
n=1

µp−n
2n+2

(
M 2

HT

Q2

)n

=

∫ ∞

−∞

f(x)M 2

Q2 − xM 2
dx, (71)

В качестве спектральной функции рассмотрим распределение Брейта-Вигнера

∆HT (Q
2) = µp−n

4

∫ ∞

−∞

1

π

MHT σ

(y +M 2
HT )

2 +M 2
HT σ

2

M 2
HT

Q2 − y
dy, (72)

что приводит к:

∆HT (Q
2) = µp−n

4

M 2
HT (M

2
HT +Q2)

(M 2
HT +Q2)2 +M 2

HT σ
2

(73)

В простейшем случае нулевой ширины:

∆HT = µp−n
4

M 2
HT

Q2 +M 2
HT

(74)

Профитировав данные для малых Q2 [76—80], [81] получим [82] Таб. 2.

Порядок M 2
gl, GeV

2 m2
HT , GeV 2 µ4, GeV χ2

LO 0.782 0.736 −0.170 6.24
NLO 0.954 0.724 −0.146 6.71
N 2LO 0.648 0.039 −0.025 5.11
N 3LO 0.546 0.143 −0.055 0.73

Таблица 2: Результаты фитирования для MPT при δ спектральной функции

На Рис.8 изображены фиты различных порядков MPT, а также 4-петлевая
АТВ для сравнения.

Возьмем теперь ширину распределения ρ0 мезона, результаты [83] фити-
рования для µp−n

4 и массовых параметров приведены в Таб. 3.
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Рис. 8: Фит данных Γp−n
1 в различных порядках MPT и 4-петлевая APT.

Порядок M 2
gl, GeV

2 m2
HT , GeV 2 µ4, GeV χ2/(d.o.f.)

LO 0.789 0.694 −0.180 8.133
NLO 0.915 0.681 −0.163 8.634
N 2LO 1.226 0.679 −0.125 9.071
N 3LO 0.509 0.245 −0.059 0.782

Таблица 3: Результаты фитирования для MPT при σ = Γρ

Заметим, что результаты фитирования демонстрируют слабую зависи-
мость от ширины спектральной функции высшего твиста, что с одной сторо-
ны не исключает возможность обмена ρ0 мезоном, в то же время говорит о
том, что более простая модель дает удовлетворительное описание процесса.

Если пойти альтернативным путем, отказавшись от MPT, и применить
минимально аналитическое (MA) разложение из работы [84], получим [85]
для нулевой ширины в Таб.4 и для ширины ρ0 мезона в Таб.5

Порядок M 2 µ̂MA,4 χ2/(d.o.f.)
LO 1.631 -0.166 0.789
NLO 1.545 -0.155 0.757
N 2LO 1.417 -0.156 0.728
N 3LO 1.429 -0.157 0.747
N 4LO 1.462 -0.157 0.754

Таблица 4: Результаты фитирования MA при σ = 0
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Порядок M 2 µ̂MA,4 χ2/(d.o.f.)
LO 1.592 -0.168 0.788
NLO 1.505 -0.157 0.755
N 2LO 1.378 -0.159 0.728
N 3LO 1.389 -0.159 0.747
N 4LO 1.422 -0.159 0.754

Таблица 5: Результаты фитирования MA при σ = Γρ

Следует заметить, что малый χ2/(d.o.f.) объясняется учетом только ста-
тистических погрешностей.

Отличительным результатом нового подхода является чрезвычайная ста-
бильность по отношению к повышению порядка ТВ. В то же время резуль-
таты для константы высших твистов находятся в удовлетворительном соот-
ношении с результатами MPT для первых двух порядков.
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