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Òóðáóëåíòíîñòü

Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èìååò âèä

∂tvi + (vk∂k)vi = ν∂2vi − ∂ip

Õàðàêòåðíûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ
÷èñëî Ðåéíîëüäñà

Re =
L0V0

ν
=

èíåðöèÿ

äèññèïàöèÿ

Re → ∞: ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü, õàðàêòåðèçóåòñÿ
âîññòàíîâëåíèåì ñèììåòðèé (îäíîðîäíîñòè, èçîòðîïíîñòè) â
ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå.
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Òóðáóëåíòíîñòü: ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà
Ðåéíîëüäñà Re
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Âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå òóðáóëåíòíîñòè

Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü � õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå. Ñèãíàë èç àýðî-
äèíàìè÷åñêîé òðóáû èìååò âèä

Ñâîéñòâà:

▶ íåîðãàíèçîâàííîñòü + ñòðóêòóðû ðàçíûõ ìàñøòàáîâ;

▶ äåòàëè ïîâåäåíèÿ íåïðåäñêàçóåìû;

▶ â òî æå âðåìÿ: íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîñòîÿííî
âîñïðîèçâîäÿòñÿ.
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Ãèñòîãðàììà ïîëÿ ñêîðîñòè

Â îñíîâíîì ñîâïàäàþò!
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Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü

Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ:

▶ Ïîëíàÿ ñêîðîñòü åñòü Vi (x, t) = vi (x, t) + ui (x, t), ãäå
ui (x, t) åñòü ãëàäêàÿ ëàìèíàðíàÿ êîìïîíåíòà, vi (x, t) �
îòíîñèòåëüíî íåáîëüøàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ (íåðåãóëÿðíàÿ)
êîìïîíåíòà;

▶ ñòàòèñòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè (îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ)
ÿâëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è ôóíêöèè îòêëèêà
(ôóíêöèè Ãðèíà â òåîðèè ïîëÿ);

▶ ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü íàáëþäàåòñÿ äëÿ æèäêîñòåé è
ãàçîâ è ïîä÷èíàåòñÿ îäèíàêîâûì çàêîíàì.
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Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü: Êàñêàä Ðè÷àðäñîíà

Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà:

∂tvi + (vk∂k)vi = ν∂2vi − ∂ip

Ñóùåñòâóåò äâà íåëîêàëüíûõ ÷ëåíà,
ïåðåíîñÿùèõ ýíåðãèþ ïî ñïåêòðó!
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Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü

Êëþ÷åâûìè ïàðàìåòðàìè â ñîîòâåòñòâèè ãèïîòåçàìè Êîëìîãî-
ðîâà ÿâëÿþòñÿ

▶ W è L � ìîùíîñòü íàêà÷êè ýíåðãèåé îò âíåøíåãî èñòî÷-
íèêà è ñâÿçàííûé ñ íåé ìàêðîìàñøòàá; äëÿ òðîïîñôåðû
L ∼ 5 êì.

▶ ν è l � âÿçêîñòü æèäêîñòè è ñâÿçàííûé ñ íåé ìèêðîìàñøòàá;
äëÿ òðîïîñôåðû l ∼ 1 ñì.

Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü: Re ≫ 1 ⇒ L ≫ l ⇒
ñóùåñòâóåò èíåðöèîííûé èíòåðâàë ìàñøòàáîâ l ≪ r ≪ L.
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Òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà ¾Ê41¿

Ðàññìîòðèì îäíîâðåìåííûå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè:

Sn(r) =
〈[
vr (t, x)− vr (t, x

′)
]n〉

,

ãäå vr ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ïîëÿ ñêîðîñòè ïî íàïðàâëåíèþ r = x− x′.

Ãèïîòåçà Êîëìîãîðîâà No.1: ïðè r ≪ L ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò
îò ìîùíîñòè íàêà÷êè W , íî íå çàâèñèò îò äåòàëåé óñòðîéñòâà
äàííîé íàêà÷êè, â ÷àñòíîñòè îò L.

Ãèïîòåçà Êîëìîãîðîâà No.2: ïðè r ≫ l ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò
îò âÿçêîñòè ν è, êàê ñëåäñòâèå, îò l .
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Òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà ¾Ê41¿

Èç äâóõ ãèïîòåç Êîëìîãîðîâà ñëåäóåò, ÷òî â èíåðöèîííîì èí-
òåðâàëå ìàñøòàáîâ l ≪ r ≪ L

Sp(r) = Cp (Wr)ζp

ñ òî÷íûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé ζp = p/3 è óíèâåðñàëüíûìè
àìïëèòóäàìè (êîíñòàíòû Êîëìîãîðîâà) Cp.
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Òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà ¾Ê41¿: ýêñïåðèìåíò

Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ S2 ∝ rn−1, ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð E (k) ∝
k−n ⇒ çàêîí 2/3 äëÿ S2 ýêâèâàëåíòåí çàêîíó −5/3 äëÿ E (k).
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Ïåðåìåæàåìîñòü

Êëþ÷åâîé ìîìåíò òåîðèè Ê41 � ñàìîïîäîáèå, ò. å. ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà êàæäîãî ó÷àñòêà ãðàôèêà íå çàâèñÿò îò òîãî, ãäå
ýòîò ó÷àñòîê ðàñïîëîæåí.
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Ïåðåìåæàåìîñòü

Áûâàåò è íå òàê! ¾×åðòîâà ëåñòíèöà¿ � ÷åì ìåíüøå èçó÷àåìûé
îáúåêò, òåì òî÷íåå íóæíî ïðèöåëèòüñÿ.
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Àíîìàëüíûé ñåêéëèíã

Ïåðåìåæàåìîñòü � ðåäêèå êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû äàþò îïðåäå-
ëÿþùèé âêëàä.

Äàííîå ÿâëåíèå ñâÿçàíî ñ
ñèëüíûìè ôëóêòóàöèÿìè ïîòîêà
ýíåðãèè è âåäåò ê íàðóøåíèþ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ê41:

Sp(r) ∼= (Wr)p/3 (r/L)γp

ñ ñèíãóëÿðíîé çàâèñèìîñòüþ îò L è áåñêîíå÷íûì íàáîðîì íåçà-
âèñèìûõ ïîêàçàòåëåé γp.
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Òåîðèÿ ¾Ê62¿ (Êîëìîãîðîâ-Îáóõîâ)

Íà êàæäîé ñòóïåíè êàñêàäà
Ðè÷àðäñîíà ÷èñëî äî÷åðíèõ

âèõðåé âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî äîëÿ
çàíèìàåìîãî èìè îáúåìà â β ðàç

ìåíüøå.
β åñòü ïàðàìåòð ìîäåëè.
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Òåîðèÿ ¾Ê62¿: ýêñïåðèìåíò

Ïðîáëåìà: íåêîíòðîëèðóåìîå ïðèáëèæåíèå.

Çàäà÷à: âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëåé γp â ðàìêàõ íåêîòîðîãî ðåãó-

ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.
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Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òóðáóëåíòíîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíîé ñèëû fi ,
èìèòèðóþùåé íàêà÷êó ýíåðãèè â ñèñòåìó:

∂tvi + (vk∂k)vi = ν∂2vi − ∂ip + fi .

Äëÿ fi âûáèðàåòñÿ ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

⟨fi (t, x)fj(t ′, x ′) =
δ(t − t ′)

(2π)d

∫
k>m

dkPij(k)d(k)e
ik·(x−x ′),

d(k) = g0ν
3
0k

4−d−ε.
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Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â âûðàæåíèè âûøå
Pij(k) = δij − kikj/k

2 � ïîïåðå÷íûé ïðîåêòîð,
g0 � êîíñòàíòà ñâÿçè,
ε � óëüòðàôèîëåòîâûé ðåãóëÿðèçàòîð, ñâîáîäíûé ïàðàìåòð.
ε = 4 îòâå÷àåò íàêà÷êå ýíåðãèåé ñ ìàñøòàáà L → ∞.

d(k) ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì äèññèïàöèè E :

E =
d − 1

2(2π)d

∫
dk d(k).
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Òóðáóëåíòíîñòü
Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ

Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ

Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ

Óòâåðæäåíèå: ëþáîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà

∂tϕ(x) = U(x , ϕ) + f (x),
〈
f (x)f (x ′)

〉
= D(x , x ′),

ãäå ϕ(x) = ϕ(t, x) � ñëó÷àéíîå ïîëå, U(x , ϕ) � çàäàííûé t-
ëîêàëüíûé ôóíêöèîíàë îò ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ, f (x) � ñëó-
÷àéíàÿ ñèëà, ýêâèâàëåíòíî íåêîòîðîé ìîäåëè êâàíòîâîé òåîðèè
ïîëÿ ñ óäâîåííûì ÷èñëîì ïîëåé ϕ̃ = {ϕ, ϕ′} è ôóíêöèîíàëîì
äåéñòâèÿ

S [φ] =
1

2
φ′Dφ′︸ ︷︷ ︸
øóì

+ φ′ [−∂tφ+ U︸ ︷︷ ︸
äèíàìèêà

];

èíòåãðèðîâàíèå ïî t è x ïîäðàçóìàâàåòñÿ.
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Òóðáóëåíòíîñòü
Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ
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Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ

Äëÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà äàííîå äåéñòâèå èìååò âèä

S(φ) =
v ′iDikv

′
k

2
+ v ′i

[
−∂tvi − vj∂jvi + ν0∂

2vi

]
.

×òî ýòî îçíà÷àåò:

▶ ñòàòèñòè÷åñêîìó óñðåäíåíèþ îòâå÷àåò ôóíêöèîíàëüíûé
èíòåãðàë ñ âåñîì exp S [ϕ];

▶ êëàññè÷åñêîå ñëó÷àéíîé ïîëå → êâàíòîâîå ïîëå;

▶ ïðèìåíèì âåñü àïïàðàò êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ:
ôåéíìàíîâñêèå äèàãðàììû, ðåíîðìàëèçàöèîííàÿ ãðóïïà,
îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå, ...
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