
Традиционное квантование в теории твердого тела
Описание электронов через функциональный интеграл. Грассмановы переменные

Квантовая статфизика, операторы
поля

[â, â+] = 1, [â, â] = 0, [â+, â+] = 0 (1)

â|0 >= 0, |n >= â+....â+|0 > n̂ = â+â

n̂|n >= â+ââ+....â+|0 >= â+....â+|0 > +â+â+â....â+|0 >= ...

= n|n >

Ψ(x) =
∑
k

âkϕk(x), Ψ+(x) =
∑
k

â+k ϕ
∗
k(x) (2)

[Ψ(x),Ψ+(y)] = δ(x−y), [Ψ(x),Ψ(y)] = 0, [Ψ+(x),Ψ+(y)] = 0 (3)
Nalimov



Традиционное квантование в теории твердого тела
Описание электронов через функциональный интеграл. Грассмановы переменные∫

dxΨ+(x)Ψ(x)|α〉 =

∫
dx
∑
n,m

â+n ϕ
∗(x)âmϕ(x)|α〉 =

=
∑
n

â+n ân|α〉 =
∑
n

Nn|α〉 =⇒ Ψ+(x)Ψ(x) = ρ̂
(4)
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Свободная наука
iΨ+ = p̂, Ψ = q̂

Ĥ1ϕk = εkϕk εk =
k2

2m
− µ∫

dxϕ∗k(x)ϕk ′(x) = δkk ′

E =

∫
dxΨ+(x)Ĥ1Ψ(x) =

∑
k

â+k ϕ
∗
k(x)

∑
k ′

âk ′εk ′ϕk ′(x) =
∑
k

εk n̂k

Sβ =

β∫
0

dt

∫
dxΨ+(x)

(
∂t + Ĥ1

)
Ψ(x)

Ĥint =
1

2

∫
dx1dx2Ψ+(x1)Ψ(x1)V (x1 − x2)Ψ+(x2)Ψ(x2) (5)
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Теперь мы можем написать статсумму системы
взаимодействующих частиц в виде

Σ = Tre−βĤ = C

∫
Dψ+Dψe−Sβ(ψ

+,ψ), (6)

где C – несущественная для физики константа,

Sβ =

∫ β

0

dt

∫
dx

(
ψ+(x, t)

(
∂t + Ĥ1

)
ψ(x, t) +

g

4
ψ+2(x, t)ψ2(x, t)

)
,

(7)
в функциональном интеграле для статсуммы и температурных
функций Грина интегрирование ведется по паре
комплексно-сопряженных полей ψ+(x, t) и ψ(x, t) с
периодическими (для бозонов) граничными условиями на
интервале t ∈ [0, β].
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Для температурной науки:

(∂t −
∆

2m
− µ)G = δ(t − t ′)δ(x − x ′)→

(∂t +
k2

2m
− µ)G (k , t − t ′) = (∂t + εk)G (k , t − t ′) = δ(t − t ′)

G (ω, k) =
1

−iωn + εk
ωn =

2πn

β

– матсубаровские частоты

G (k , t − t ′) = g(k , t − t ′) + e−εk (t−t
′)Θ(t − t ′)

(∂t + εk)g(k , t − t ′) = 0 =⇒ g(k , t − t ′) = Ce−εk (t−t
′)

G (k , 0− t ′) = G (k , β − t ′) =⇒ eεk (t
′)C = eεk (t

′)(eεkβ + Ceεkβ)

G (k , t − t ′) = e−εk (t−t
′)(Θ(t − t ′) + nk) nk =

1

e−εkβ − 1
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В свободной теории вычисление статсуммы в данном подходе
является нетривиальным, поскольку в формализме первого
порядка по временным производным ряд со старшими членами
∼ 1/ωn расходится и требует доопределения.Пусть εp = ε

∂ε ln Σ = − 1

Σ

∫
Dψ+Dψ

∫ β

0

dt

∫
dxψ+(x, t)ψ(x, t) = (8)

−βVGβ(t = t ′) = − βV

eβε − 1

Θ(t − t ′ = 0) = 0 Тогда с точностью до независящей от спектра
частиц константы можно написать

Ω = −β−1 ln Σ =
V

β

∫
dp

(2π)d
ln(1− e−βεp) (9)
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Ĥ =
∑
j

π̂2
j

2m
+

1

2

∑
j,k

ϕ̂jVj,kϕ̂k, (2) (10)

для кубической решетки с постоянной a операторы смещения и
импульса можно представить в виде

ϕ̂s =

√
a

2π

d ∫
dp

1√
2ωm

[â+p e
iωt−ipRs + âpe

−iωt+ipRs]

π̂s = m∂tϕ̂s =

√
a

2π

d ∫
dp

iωm√
2ωm

[â+p e
iωt−ipRs − âpe

−iωt+ipRs]

Rs – координата s -го узла решетки
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температурное действие теории

Sϕ =

∫ β

0

dt
∑
j

(
i−→π j(t)∂t

−→ϕ j(t) +
−→π 2

j (t)

2m
+

1

2

∑
k

−→ϕ j(t)Vj,k
−→ϕ k(t)

)
.

гауссов интеграл по полю −→π

Sϕβ =

∫ β

0

dt
∑
j

(
1

2
m∂t
−→ϕ j(t)∂t

−→ϕ j(t) +
1

2

∑
k

−→ϕ j(t)Vj,k
−→ϕ k(t)

)
(11)

спектр собственных колебаний ωp

статсумма одноуровневого осциллятора на уровне p:

Σp = Const

(
ωp

∞∏
n=1

(1 +
ω2
pβ

2

4π2n2
)

)
= Const

1

sh(βωp

2
)

(12)

(Const здесь обозначают величины независящие от спектра
системы)
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F =
V

2

∫
dp

(2π)d
ωp +

V

β

∫
dp

(2π)d
ln(1− e−βωp) (13)

С другой стороны, термодинамику твердого тела можно
рассматривать посредством описания системы
невзаимодействующих квазичастиц (фононов в
низко-энергетической области) со спектром энергии ωp с нулевым
химическим потенциалом.

F =
V

β

∫
dp

(2π)d
ln(1− e−βωp) (14)

Θ(0) = 0 vs Θ(0) = 1/2,
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функциональный интеграл по грассмановым
(антикоммутирующим) переменным ψ+

l , ψl , индекс l нумерует
проекцию спина.
Бозоны – Ψ(x1, ..., xn) – симметрична. Фермионы – принцип
запрета Паули – Ψ(x1, ..., xn) – антисимметрична. Вероятность:
|Ψ|2.
Тогда [, ]→ {, }.
Операторы рождения и уничтожения â+α , âα

{âα, â+α′} = δαα′ (7)

Операторы поля

ψ̂+ =
∑
α

e−iεαtφα(x)â+α′ ψ̂ =
∑
α

e iεαtφ∗α(x)âα (8)

Ĥ1φα = εαφα
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По прежнему â+α′ âα = n̂α =0,1, т.к. â+α′ â
+
α′ = 0,

Ĥ = ψ̂+(t)Ĥ1ψ̂(t) ρ̂ = ψ̂+(t)ψ̂(t) (9)

По аналогии с Бозе газом можем ввести функциональный
интеграл по формуле Фейнмана-Каца.
Поля в функциональном интеграле – классические объекты, но
сохраняют главные свойства исходных операторов, для
фермионов они – антикоммутирующие. – Грассманова алгебра.
ψ1, ..., ψn – образующие. ψiψj = −ψjψi . ψiψi = 0. Матрицы.
Антипериодические граничные условия по t
Алгебра: ψ =

∑
i aiψi ≡

∑
i ψi .

Функции:

f (ψ) = f0 +
∑
i

fiψi +
∑
i<j

fijψiψj + ... + fnψ1...ψn (10)

Производные:
−→
∂ /∂ψ1,

←−
∂ /∂ψ1
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−→
∂ f

∂ψ1
= f1 +

∑
j

f1jψj + ...

←−
∂ f

∂ψ1
= f1 −

∑
j

f1jψj + ... (11)

Неопределенный интеграл – очевидно.
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Определенный интеграл:∫
dψ1 = 0

∫
ψ1dψ1 =

1√
2π

(12)

Свойства интерала по грассменовым переменным:∫
dψn...

∫
dψ1f (ψ) =

∫
dψn...

∫
dψ1(f0+

∑
i

fiψi +
∑
i ,j

fijψiψj + ...

+fnψ1...ψn) =
fn

(2π)n/2
(13)∫

dψn...

∫
dψ1f (ψ + a) =

∫
dψn...

∫
dψ1(f0 +

∑
i

fi(ψi + ai)) + ...

+fn(ψ1 + a1)...(ψn + an)) =
fn

(2π)n/2
(14)∫

dψn...
∫
dψ1f =

∫
d(ψn + an)...

∫
d(ψ1 + a1)f
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Напомним для обычных интегралов∫
dxf (Lx) =

∫
dyJf (y) J = det

dx

dy
= det L−1 (15)

Для грассмановых переменных∫
dψn...

∫
dψ1f (Lψ) =

∫
dψn...

∫
dψ1(f0+

∑
i

Lik fkψk+
∑
i ,j

fijLikiψkiLjkjψkj +...

+fnL1i1ψi1 ...Lninψin) =
fn

(2π)n/2
L1i1 ...Lnin(−1)P(i1,...,in) (16)

J = det L (17)
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Напомним для обычных переменных∫
dxe−

1
2
xKx+(xa) = e

1
2
aK−1a

∫
dye−

1
2
yKy = e

1
2
aK−1a det(

K

2π
)−1/2 (18)

Гауссов интеграл в грассмановых переменных∫
dψn...

∫
dψ1e

− 1
2
ψKψ+(aψ) (19)

Для бозонов
xiKijxj = xjKjixi = xiKjixj (20)

матрица K симметризуется
В грассмановых

ψiKijψj = ψjKjiψi = −ψiKjiψj (21)

матрица K антисимметризуется
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Замена в (19) ψ → ψ − K−1a

−1

2
ψKψ+(aψ)→ −1

2
ψKψ+(aψ)+

1

2
(K−1a)Kψ+

1

2
ψKK−1a−1

2
(K−1a)KK−1a−aK−1a

= −1

2
ψKψ − 1

2
aK−1a (22)

Осталось вычислить∫
dψn...

∫
dψ1e

− 1
2
ψKψ (23)

Ортонормированное преобразование

K →

( (
0 λ1
−λ1 0

)
0

0

(
0 λn/2
−λn/2 0

) )
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пфаффова форма. ПфK = λ1....λn – Пфаффиан. n– четное, для
нечетных n ПфK = 0.
Известно ПфK = ± detK 1/2

∫
dψn...

∫
dψ1e

− 1
2
ψKψ =

∫
dψn...

∫
dψ1(1+λ1ψ1ψ2)...(1+λn/2ψn−1ψn) = ПфK (24)

Итого∫
dψn...

∫
dψ1e

− 1
2
ψKψ+(aψ) = ±e−

1
2
aK−1a det(

K

2π
)1/2 (25)

∫
dψn...

∫
dψ1

δf

δψi
= 0

отсюда Швингер, Лежандр
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