
Формула Фейнмана-Каца.
Равновесная классическая

статфизика. Теория возмущений.
Рассеяние

< φ(x)φ(y) >, φ = n − n̄

]ρ(x) =⇒ Σ =
∫
dxρ(x), ρ(x) ∼ e−

H
kT

H

kT
≡ S =

∫
dx
(
τφ2(x) + ∂φ(x)∂φ(x) +

g

4!
φ4(x)

)
∫

Dφ =?

Формула Фейнмана-Каца (Функциональный интеграл,
Nalimov



Континуальный интеграл, фейнмановсаий интеграл по
траекториям)

q̂|q〉 = |q〉, p̂|p〉 = e ipx |p〉, 〈q|p〉 = e ipq, |q〉 = δ(x − q) (1)

〈q|e−
i Ĥ∆t
~ |q0〉 ≈ 〈q|(1− i Ĥ∆t

~
)|q0〉 (2)

1 =

∫
dp

(2π~)
|p〉〈p| (3)

〈q|(1− i Ĥ∆t

~
)|q0〉 =

∫
dp

2π~
〈q|p〉〈p|1− i Ĥ∆t

~
|q0〉 (4)
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∫
dp

2π~
〈q|p〉〈p|1− i Ĥ∆t

~
|q0〉 =

∫
dp

2π~
〈q|p〉〈p|q0〉(1− iHf ∆t

~
) =

=

∫
dp

2π~
e−iHf (p,q)∆t~−1

e ip(q−q0)~−1

=

=

∫
dp

2π~
e i~
−1p(q−q0)−i~−1Hf (p,q)∆t

(5)
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U(t, t ′) = e−i Ĥ(t−t′) (6)

δt =
(t − t ′)

N
(7)

〈q|e−
i Ĥ(t−t′)

~ |q0〉 = 〈q|e−
i Ĥδt
~ e−

i Ĥδt
~ · · · e−

i Ĥδt
~ |q0〉 (8)

〈q|e−
i Ĥ(t−t′)

~ |q0〉 =
N−1∏
k=1

∫
dqk〈q|e−

i Ĥδt
~ |qk−1〉〈qk−1|e−

i Ĥδt
~ |qk−2〉

· · · 〈q2|e−
i Ĥδt
~ |q0〉

(9)

〈q|e−
i Ĥ(t−t′)

~ |q0〉 =
N−1∏
k=1

N∏
j=1

∫
dqk

dpk
2π~

e

N−1∑
i=1

(i~−1pj
(qk+1−qk )

δt
−i~−1Hf (p,q))δt

(10)
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N →∞

(i~−1pj
(qk+1 − qk)

δt
− i~−1Hf (p, q))δt →

∫
dti~−1(pq̇ − Hf (p, q)) =∫

dti~−1Sclassica

(11)

〈q|U(t, t ′)|q0〉 =

q(t)=q∫
q(t′)=q0

Dq(t)

∫
Dp(t)

2π
e iSclassical (t,t

′)~−1

(12)
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Полные функции Грина

<< φ(x1)...φ(xn) >>≡
∫

Dφφ(x1)...φ(xn)e−S(φ)

S =

∫
dx(

1

2
∂iφ∂iφ +

τ

2
φ2 +

g

4!
φ4)∫

dxe−
1
2
x2− g

4!
x4
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Теорема Вика
Свободная наука

Z (A, b) =

∫
dnxe−

1
2

(x ,Kx)+bx ,K = KT (13)

x = K−1b + y (14)

−1

2
(x ,Ax) + bx = −1

2

(
(K−1b, b) + (K−1b,Ky) + (y , b) + (y ,Ky)

)
+

+ (b,K−1b) + by = −1

2
(b,K−1b)− 1

2
(y ,Ky)

(15)

Z (K , b) = e
1
2

(b,K−1b)

∫
dye−

1
2

(y ,Ky) (16)

K ′ = OKOT ,K ′ij = aiδij , y = Oz , |Det(O)| = 1,OTO = I (17)
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− 1

2
(y ,Ky) = −1

2
(y ,OK ′OTy) = −1

2
(OTy ,K ′OTy) =

= −1

2
(O−1y ,K ′O−1y) = −1

2
(z ,K ′z) = −1

2

∑
i

aiz
2
i

(18)

Z (K , b) = e
1
2

(b,K−1b)
N∏
i=1

∫
dzie

− 1
2
aiz

2
i (19)

Z (K , b) = det−
1
2 (

K

2π
)e

1
2

(b,K−1b) (20)

K−1 = ∆ = G (21)

〈〈xk1 · · · xkl 〉〉 = det−
1
2 (

K

2π
)

[
∂

∂bk1

· · · ∂

∂bkl
Z (K , b)

]∣∣∣∣
b=0

(22)

〈〈xk1 · · · xkl 〉〉 =
∑
P

〈〈xkP1
xkP2
〉〉 · · · 〈〈xkPl−1

xkPl 〉〉 (23)

Доказательство:
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det ≡ det−
1
2 ( K

2π
)

<< x1x2 >>= ∂b1∂b2det e
1
2
bGb|b=0 = det∂b1

(
G1kbke

1
2
bGb
)
|b=0 =

det
(
G12 + G1kbkG1k ′b

′
k

)
e

1
2
bGb|b=0

〈〈xi1xi2xi3xi4〉〉 = Gi1i2Gi3i4 + Gi1i3Gi2i4 + Gi1i4Gi3i2 (24)
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S =
1

2
(ϕ,Kϕ) +

g

4!
ϕ4 (25)

ϕKϕ ≡
∫

dxdyϕ(x)K (x , y)ϕ(y) ϕA ≡
∫

dxϕ(x)A(x)

Производящий функционал полных функций Грина

Ḡ (A) ≡
∫

Dϕe−S+Aϕ

∂bi →
δ

δA(x)
,

δA(y)

δA(x)
= δ(x − y) = 1

S0 =

∫
dx(∂iϕ∂iϕ +

τ

2
ϕ2) =⇒

ϕKϕ =

∫
dxdyδ(x − y)(∂xiϕ(x)∂yiϕ(y) +

τ

2
ϕ(x)ϕ(y))

K = (−∆ + τ)δ(x − y)
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KK−1 = 1 =⇒
∫

dzK (x − z)K−1(z − y) = δ(x − y)

(−∆ + τ)K−1(x − y) = δ(x − y) =⇒ K−1 = G

]fn(x) : Kfn = λnfn ϕ =
∑

cnfn(x) =⇒ ϕKϕ =
∑

λnc
2
n

K−1ϕ ≡
∫
dyK−1(x − y)ϕ(y)∫

Dϕϕ(x1) . . . ϕ(xn)e−
1
2
ϕKϕ− g

4!

∫
dxϕ4(x) =∫

Dϕϕ(x1) . . . ϕ(xn)e−
1
2
ϕKϕ

∑
k

1

k!
(− g

4!

∫
dxϕ4(x))k

φ = ϕ + K−1A

〈〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉〉 =

∫
Dϕϕ1ϕ2e

− 1
2
ϕKϕ(1 +

1

2!
(− g

4!

∫
dxϕ4(x)) + ...)
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〈〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉〉 = det( − 1

2
− 1

8

+
1

4
+ +

1

4
+

1

6
+

1

16

+
1

16
+

1

48
)

(26)

Симметрийные коэффициенты, матрица смежности,
классификация Никеля

= G (x − y) =

∫
dzG (x − z)G (z − z)G (z − y)

(27)
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= G (x − y)

∫
dzG (z − z)G (z − z) (28)

〈〈1〉〉 = det(1−1

8
+

1

16
+

1

48
+

1

64
)

(29)
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Корреляционные функции

〈ϕ(x1) . . . ϕ(xn)〉 =
〈〈ϕ(x1) . . . ϕ(xn)〉〉

Σ
=
〈〈ϕ(x1) . . . ϕ(xn)〉〉

〈〈1〉〉

〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 = (30)

= − 1

2
+

1

4
+

+
1

4
+

1

6

(31)

Nalimov



Док-во:

− 1
8

1− 1
8

≈ − 1

8
+

1

8

(32)
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〈ϕ(x1) . . . ϕ(xn)〉〈〈1〉〉 = 〈〈ϕ(x1) . . . ϕ(xn)〉〉
n – хвостов, N – вершин, M – в вакуумной петле

(33)

CM
N =

N!

M!(N −M)!

1

N!
=⇒ 1

M!(N −M)!

1

(4!)N
=

1

(4!)M(4!)N−M
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1-я теорема Майера

< φ1...φ4 >= (34)

Производящий функционал корреляционных функций
G (A) =

∫
Dφe−S+φA∫
Dφe−S

G (A) =
∑ 1

n!
AnGn

Производящий функционал связных функций W (A)

W (A) =
∑ 1

n!
AnWn
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G (a) = + ... (35)

W (a) = + ... (36)

G (A) = eW (A) =⇒ W (A) = lnG (A)

G4 = + ... (37)
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Пропагаторы теории

(−∆ + τ)G = δ(x − x ′)

d = 3 =⇒ G (x) =
1

4πr
e−r
√
τ

∀d =⇒ G (k) =
1

k2 + τ
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Перейдем в импульсное представление:∫
dx1dx2G (x − x1)G 3(x1 − x2)G (x2 − y)

∫
dxdye−ip1x−ip2y , G (a − b) =

∫
dki

(2π)d
G (ki)e

ik(a−b)

=

∫
dxdydx1dx2

dk1dk2dk3dk4dk5

(2π)5d
G (k1)G (k2)G (k3)G (k4)G (k5)

exp(−ip1x − ip2y + ik1(x − x1) + i(k2 + k3 + k4)(x1− x2) + ik5(x2− y))∫
dx → (2π)dδ(p1 − k1),

∫
dk1

(2π)d
→ k1 = p1∫

dy → (2π)dδ(p2 − k5),

∫
dk5

(2π)d
→ k5 = −p2∫

dx1 → (2π)dδ(p1 − k2 − k3 − k4),

∫
dk4

(2π)d
→ k4 = p1 − k2 − k3
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∫
dx2 → (2π)dδ(p2 + k2 + k3 + k4), = δ(p1 + p2)

Arbuz =

∫
dkdq

(2π)2d
G (p)G (k)G (q)G (p − k − q)G (p)δ(p1 + p2)

пояснение – трансляционная инвариантность:

∫
dxdye−ip1x−ip2y f (x−y) =

∫
d(x−y)dye−ip1(x−y)−i(p1+p2)y ∼ δ(p1+p2)
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= G (p1)G (p2)G (p3)G (−p1−p2−p3)
(38)
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= G (p)G (p)

∫
dk

(2π)d
G (k)

(39)
Ампутированные диаграммы —

Nalimov



α– представление

1

aα
=

1

Γ(α)

∞∫
0

dttα−1e−at

1

aα1
1 aα2

2

=
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)

1∫
0

dzzα1−1(1− z)α2−1 1

(za1 + (1− z)a2)α1+α2

|amp =

∫
dk

(2π)d(k2 + τ)
=

∞∫
0

dt

∫
dk

(2π)d
e−t(k2+τ) =

(40)

=

∞∫
0

dt
πd/2

(2π)dtd/2
e−t(τ) =

πd/2

(2π)d
τ d/2−1Γ(1− d/2)
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|amp =

∫
dk

(2π)d(k2 + τ)((p − k)2 + τ)
= (41)

=

1∫
0

dz

∫
dk

(2π)d((k2 + τ)z + ((p − k)2 + τ)(1− z))2

=

1∫
0

dz

∫
dk

(2π)d

∞∫
0

dtte−t((k−p(1−z))2+p2z(1−z)+τ) =

=
πd/2Γ(2− d/2)

(2π)d

1∫
0

dz(p2z(1− z) + τ)d/2−2
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]τ = 0

∫
dx

e−ik(x−x ′)

(x − x ′)2α
=

∫
dx

1

Γ(α)

∞∫
0

dttα−1e−t(x−x ′)2−ik(x−x ′) =

=
πd/2

Γ(α)

∞∫
0

dttα−1−d/2e−
k2

4t =

t1 = k2/(4t)

=
πd/222(d/2−α)

Γ(α)

∞∫
0

dt1t
d/2−α−1
1 e−t1

1

k2(d/2−α)
≡ c(α)

1

k2(d/2−α)

c(α) =
πd/222(d/2−α)Γ(d/2− α)

Γ(α)
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∫
dk

(2π)d
e ik(x−x ′)

k2α
= c̄(α)

1

(x − x ′)2(d/2−α)
c̄(α) =

1

(2π)d
c(α)

c̄(α)c(d/2− α) = 1
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→ (42)

→ c̄(1)5

∫
dx1dx2

1

(x − x1)2(d/2−1)

( 1

(x1 − x2)2(d/2−1)

)3 1

(x2 − y)2(d/2−1)
→

→ c̄(1)5c(d/2−1)2c(3d/2−3)
1

p2

1

p2(3−d)

1

p2
= c̄(1)3c(3d/2−3)

1

p2(5−d)
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