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Îïåðàòîðû Ìàêäîíàëüäà

M1 =
∑

i

∏
j ̸=i

tzi − zj

zi − zj
Λi , Λi f (z) = f (z1...qzi ...zn)

Mr =
∑
|I|=r

∏
i∈I,j ̸∈I

tzi − zj

zi − zj
ΛI , ΛI =

∏
i∈I

Λi

MrPλ(z) = er
(
qλ1tn−1, . . . , qλn

)
Pλ(z)

îïðåäåëèòåëü Ñåêèãó÷è ∆(x) - Âàíäåðìîíä

D(u) = ∆(x)−1 det ||xn−j
i

(
u + j − 1 − αxi

∂

∂xi

)
||
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Ñ. Ðóäæèíàðñ: ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå
ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè Êàëîäæåðî -Ñàçåðëåíäà

H = −1
2∆ +

∑
i<j

g(g − 1)/2
sh2(ti − tj)

Hr =
∑

I⊂[n]
|I|=r

∏
i∈I
j /∈I

sh
1
2 π

ω2
(xi − xj − ıg)

sh
1
2 π

ω2
(xi − xj)

·T −ıω1
I ·

∏
i∈I
j /∈I

sh
1
2 π

ω2
(xi − xj + ıg)

sh
1
2 π

ω2
(xi − xj)

.

Ñâÿçü îïåðàòîðîâ Ðóäæèíàðñà è Ìàêäîíàëüäà

Mr(xn) =
∑

I⊂[n]
|I|=r

∏
i∈I
j /∈I

sh π
ω2

(xi − xj − ıg)
sh π

ω2
(xi − xj)

· T −ıω1
I,x , zi = exi

â àääèòèâíûõ ïåðåìåííûõ:

zi = e
πxi
ω2 , q = e− πiω1

ω2
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Òîãäà √
µ(xn) Mr(xn) 1√

µ(xn)
= Hr(xn),

ãäå

µ(xn) =
n∏

i ,j=1
i ̸=j

µ(xi − xj), µ(x) := S2(ıx |ω)S−1
2 (ıx + g |ω).

Çäåñü S2(x) = S2(x |ω1, ω2) - äâîéíîé ñèíóñ

S2(x)
S2(x + ω1)

= 2 sin πx
ω2

,
S2(x)

S2(x + ω2)
= 2 sin πx

ω1

Îïåðàòîðû Ìàêäîíàëüäà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî

(f1, f2) =
∫
R

f1(x)f̄2(x)µ(xn)dxn, g ∈ R

⟨f1, f2⟩ =
∫
R

f1(x)f2(−x)µ(xn)dxn, g ∈ C
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Ðóäæèíàðñ: âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî (kernel function)

K (x) := S−1
2

(
ıx + g∗

2

)
S−1

2

(
−ıx + g∗

2

)
g∗ = ω1 + ω2 − g .

K (xn, ym) =
n∏

i=1

m∏
j=1

K (xi − yj).

Ðàöèîíàëüíîå âûðîæäåíèå

µ(x) = Γ−1(ix)Γ−1(ix + g), K (x) = Γ(ix + g/2)Γ(−ix + g/2)

Äèôôåðåíöèàëüíîå âûðîæäåíèå (Ñàçåðëåíä)

µ(x) = shg(x), K (x) = ch−g(x), g∗ = 1 − g
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Ïîâûøàùèå îïåðàòîðû

(Λn(λ)f ) (xn) = dn

∫
Rn−1

µ(yn−1)dyn−1 Λ(xn, yn−1; λ)f (yn−1)

Λ(xn, yn−1; λ) = e2πiλ(
∑

i xi −
∑

j yj )K (xn, yn−1),

Òåîðåìà M. Halln�as, S. Ruijsenaars

Ψλn(xn) = Λn(λn) Λn−1(λn−1) · · · Λ2(λ2) e2πiλ1x1 , 0 < g < ω2

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû
Ðóäæèíàðñà

Mr(xn) Ψλn(xn) = er
(
e2πλ1ω1 , . . . , e2πλnω1

)
Ψλn(xn).
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Äîêàçàòåëüñòâî: Òîæäåñòâà (kernel function identities)

Mr(xn)K (xn, yn) = Mr(−yn)K (xn, yn),[
Mr(xn) − Mr(−yn−1) − Mr−1(−yn−1)

]
K (xn, yn−1) = 0.

+ ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðîâ Mr ïî îòíîøåíèþ ê ⟨ , ⟩ ñ
ìåðîé µ(yn)dxn.
Êîììóòàòèâíîñòü îïåðàòîðîâ Ðóäæèíàðñà -
Ìàêäîíàëüäà è ñîîòíîøåíèÿ íà âîñïðîèçâîäÿùåå ÿäðî
ñëåäóþò èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ òîæäåñòâ
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Ôóíêöèîíàëüíûå òîæäåñòâà

∑
Ir ⊂[n]
|Ir |=r

∏
i∈Ir

∏
j∈[n]\Ir

s(zi − zj − α)s(zi − zj + α − β)
s(zi − zj)s(zi − zj − β) =

∑
Ir ⊂[n]
|Ir |=r

∏
i∈Ir

∏
j∈[n]\Ir

s(zi − zj + α)s(zi − zj − α + β)
s(zi − zj)s(zi − zj + β)

(1)

s(x) = x , s(x) = sin x , s(x) = θ1(x) (σ(x))
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∑
Ir ⊂[n]
|Ir |=r

∏
i∈Ir

 ∏
j∈[n]\Ir

s(zi − zj − α)
s(zi − zj)

n∏
a=1

s(zi − ya + α)
s(zi − ya)

 =

∑
Ar ⊂[n]
|Ar |=r

∏
a∈Ar

 ∏
b∈[n]\Ar

s(ya − yb + α)
s(ya − yb)

n∏
i=1

s(zi − ya + α)
s(zi − ya)

 .

(2)

Êîììóòàòèâíîñòü Mr ↔ (1)
Kernel function identity ↔ (2)
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Q - îïåðàòîðû Áàêñòåðà

(Qn(λ)f ) (xn) = dn

∫
Rn

µ(yn)dyn Q(xn, yn; λ)f (yn),

Q(xn, yn; λ) = e2πiλ(
∑

i (xi −yi )K (xn, yn)
Òåîðåìà (ïðîñòàÿ) Áåëîóñîâ, Äåðêà÷åâ, Õàð÷åâ, ÑÕ

MrQn(λ) = Qn(λ)Mr

Òåîðåìà(òðóäíàÿ) BDKK

Qn(λ)Qn(µ) = Qn(µ)Qn(λ)
Ýêâèâàëåíòíà ðàâåíñòâó èíòåãðàëîâ∫

Rn

2n∏
a=1

n∏
i=1

e2πiλyi K (za − yi)µ(yn)dyn =

e2πiλ
∑2n

j=1 zj
∫
Rn

2n∏
a=1

n∏
i=1

e−2πiλyi K (za − yi)µ(yn)dyn.
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Ðàöèîíàëüíûé ïðåäåë

∫
iRn

n∏
i=1

e2πλyi dyi

∏2n
a=1 Γ(za − yi + g/2)Γ(yi + za + g/2)∏n

j ̸=i Γ(yi − yj)Γ(yi − yj + g) =

e2πλ
∑2n

j=1 zj
∫

iRn

n∏
i=1

e−2πλyi dyi

∏2n
a=1 Γ(za − yi + g/2)Γ(yi + za + g/2)∏n

j ̸=i Γ(yi − yj)Γ(yi − yj + g)

Äèôôåðåíöèàëüíûé ïðåäåë (Sutherland)

∫
Rn

n∏
i=1

e2πiλyi dyi

∏n
j ̸=i shg(yi − yj)∏2n

a=1 chg(yi − za)
=

e2πiλ
∑2n

j=1 zj
∫
Rn

n∏
i=1

e−2πiλyi dyi

∏n
j ̸=i shg(yi − yj)∏2n

a=1 chg(yi − za)
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Äîêàçàòåëüñòâî 1. Ïðîñòûå ïîëþñà:
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå äóàëüíîñòè∑

|k|=K

n∏
i ,j=1

s(xi − xj − kj − α)ki

s(xi − xj − kj)ki

n∏
a,j=1

s(xj − ya + α)kj

s(xj − ya)kj

=

∑
|k|=K

n∏
a,b=1

s(ya − yb − ka − α)kb

s(ya − yb − ka)kb

n∏
j,a=1

s(xj − ya + α)ka

s(xj − ya)ka

.

(3)

s(x)k = s(x)s(x + 1) · · · s(x + k − 1)
2. Êðàòíûå ïîëþñà. Ñóììèðîâàíèå ïî ñèììåòðè÷íûì
íóëÿì ìåðû □

Qn(λ)Qn(µ) = Qn(µ)Qn(λ)
⇕

Λn(λ)Λn−1(µ) = Λn(µ)Λn−1(λ)
Ñëåäñòâèå Ψλn(xn) is symmetric over xi and over λi .
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Âûðîæäåíèå ñîîòíîøåíèÿ êîììóòàòèâíîñòè Q
îïåðàòîðîâ

g∗ = ω1 + ω2 − g ,

K (x) = S−1
2

(
ıx + g∗

2

)
S−1

2

(
−ıx + g∗

2

)
,

K̂ (λ) = S−1
2

(
ıλ + g

2

)
S−1

2

(
−ıλ + g

2

)
Qn(λ)Λn(µ) = K̂ (λ − µ)Λn(µ)Qn−1(λ)( ∫

Rn =
∫
Rn−1 ×

∫
R

)
Ðàöèîíàëüíûé ïðåäåë

K̂ (λ) = shg(λ)
Ïðåäåë Ñàçåðëåíäà

K̂ (λ) = Γ
(
iλ + g

2
)
Γ

(
− iλ + g

2
)
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Qn(λ)Qn(µ) : f (z1, . . . , zn) → f (x1, . . . , xn)

Óìíîæèì ñîîòíîøåíèå Qn(λ)Qn(µ) = Qn(µ)Qn(λ) íà

exp(π(2iµ + (2 − n)g)zn

è óñòðåìèì zn → +∞
Ñëåäñòâèå

Qn(λ) Ψλn(xn) =
n∏

j=1
K̂ (λ − λj) Ψλn(xn).
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Èñïîëüçîâàíû ûñëåäóþùèå ñâÿçè ìåæäó Q è Λ:

Qn(xn, yn; λ) = e2πiλyn
n∏

i=1
K (xi − yn)Λn(xn, yn−1; λ),

Λn(xn, yn−1λ) = e−2πiλxn
n−1∏
i=1

K (xn − yi)Qn−1(xn−1, yn−1; λ),

Λn(λ) = lim
yn→∞

Qn(λ) exp(π(2iλ + (2 − n)g)yn
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Äóàëüíûå îïåðàòîðû Áàêñòåðà
Äåéñòâóþò ïî ñïåêòðàëüíûì ïåðåìåííûì.(

Q̂n(x)f
)
(λn) = d̂n,

∫
Rn

µ̂(γn)dγn Q̂(λn, γn; x)f (γn),(
Λ̂n(x)f

)
(λn) = d̂n

∫
Rn−1

µ̂(γn)dγn−1 Λ̂(λn, γn−1; x)f (γn−1)

Q̂(λn, γn; x) = e2πix
∑

i (λi −γi )K̂ (λn, γn),

Λ̂(λn, γn−1; x) = e2πix(
∑

i λi −
∑

j γj )K̂ (λn, γn−1).

Äóàëüíàÿ ìåðà

µ̂(γn) =
n∏

i ,j=1
i ̸=j

µ̂(γi − γj), µ̂(γ) := S2(ıγ|ω)S−1
2 (ıγ + g∗|ω).
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Äóàëüíàÿ ìåðà â ðàöèîíàëüíîì ïðåäåëå (êàê â
Ñàçåðëåíäå)

µ̂(γ) = shg(γ)
Äóàëüíàÿ ìåðà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (êàê â
ðàöèîíàëüíîì âàðèàíòå Ðóäæèíàðñà)

µ̂(γ) = Γ−1(iγ)Γ−1(iγ + g)

Òåîðåìû äóàëüíîñòè

Ψλn(xn) = Λn(λn) Λn−1(λn−1) · · · Λ2(λ2) e2πiλ1x1 ,

Ψ̂λn(xn) = Λ̂n(xn) Λ̂n−1(xn−1) · · · Λ̂2(x2) e2πiλ1x1

Òåîðåìà BDKK

Ψλn(xn) = Ψ̂λn(xn)

Ðàâåíñòâî äâóõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
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Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà

Ψλn(xn) = Ψxn(λn), g ↔ g∗

Ñëåäñòâèå. (ω1ω2 = 1) 1. Ôóíêöèÿ Ψλn(xn) ðåøàåò
áèñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ äóàëüíûõ îïåðàòîðîâ
Ìàêäîíàëüäà

Mr(xn) Ψλn(xn) = er
(
e2πλ1ω1 , . . . , e2πλnω1

)
Ψλn(xn),

Mr(λn) Ψλn(xn) = er
(
e2πx1ω1 , . . . , e2πxnω1

)
Ψλn(xn)

2. Ôóíêöèÿ Ψλn(xn) ðåøàåò áèñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ
äóàëüíûõ îïåðàòîðîâ Áàêñòåðà

Qn(λ) Ψλn(xn) =
n∏

j=1
K̂ (λ − λj) Ψλn(xn),

Qn(x) Ψλn(xn) =
n∏

j=1
K (x − xj) Ψλn(xn).

Sutherland degeneration: bispectral problem for Sutherland
Hamiltonian and rational Macdonald operators
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Àíàëîãè÷íàÿ äóàëüíîñòü â òåîðèè ïîëèíîìîâ
Ìàêäîíàëüäà:

P̃λ(z) = Pλ(z)
Pλ(tρ) , ρ = (n − 1, n − 2, . . . 0) →,

P̃λ(tρqµ) = P̃µ(tρqλ)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äóàëüíîñòè

Λn(xn, yn−1λ) = e−2πiλxn
n−1∏
i=1

K (xn − yi)Qn−1(xn−1, yn−1; λ)

⇓

Λn(λ) = e2πıλxn Qn−1(λ)
n−1∏
j=1

K (xn − xj).
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Ïðåäïîëîæèì

Ψλn−1(xn−1) = Ψ̂λn−1(xn−1)

Òîãäà

Ψλn(xn) = Λn(λn)Ψλn−1(xn−1) =

e2πıλnxn Qn−1(λn)
n−1∏
j=1

K (xn − xj)Ψλn−1(xn−1) =

e2πıλnxn Qn−1(λn)Q̂n−1(xn)Ψλn−1(xn−1) =
(Ôóáèíè)
e2πıλnxn Q̂n−1(xn)Qn−1(λn)Ψλn−1(xn−1) =
e2πıλnxn Q̂n−1(xn)K̂ (λn − λj)Ψ̂λn−1(xn−1)
Λ̂n(xn)Ψ̂λn−1(xn−1) = Ψ̂λn(xn)
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Ñëåäñòâèå
Ñèììåòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå Ψλn(xn) n(n − 1) êðàòíûì
èíòåãðàëîì

Ψλn(xn) = e2πiλnxnQn−1(λn) Q̂n−1(xn) Ψλn−1(xn−1)
= Qn−1(λn) Q̂n−1(xn) · · · Q1(λ2) Q̂1(x2) e2πi(λ1x1+...+λnxn).

Äëÿ îòêðûòîé öåïî÷êè Òîäà àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
ïîëó÷åíî Ãåðàñèìîâûì, Ëåáåäåâûì è Îáëåçèíûì (2007)
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Îðòîãîíàëüíîñòü è ïîëíîòà
Òåîðåìà (BDKK)∫

Rn
dxn µ(xn) Ψλ′

n
(xn)Ψλn(xn) = µ̂−1(λn) δ(λ′

n, λn),∫
Rn

dλn µ̂(λn) Ψλn(x ′
n)Ψλn(xn) = µ−1(xn) δ(x ′

n, xn).

Çäåñü

δ(x ′
n, xn) = 1

n!
∑

w∈Sn

n∏
k=1

δ(x ′
k − xw(k))

ñèììåòðèçîâàííàÿ äåëüòà - ôóíêöèÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò íåñòàíäàðòíóþ δ îáðàçíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(

Ψλ′
n
|Ψλn

)x ,ϵ

µ
=

∫
Rn

dxn µ(xn) e2π(ε− ĝ
2 )(

∑
i xi −nx)

K (x , xn) Ψλ′
n
(−xn) Ψλn(xn).

è ÿâíî âû÷èñëåííûé èíòåãðàë∫
Rn

dxn µ(xn) Ψγn(−xn) K (x , xn) Ψλn(xn) =

[√ω1ω2S2(g |ω)]n e2πıx(∑
i (λi −γi ))

n∏
i ,j=1

K̂ (λi − γj) .
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Äóàëüíîñòü g ↔ g∗ è âòîðîå ñåìåéñòâî Q îïåðàòîðîâ .
((q, t) ↔ (q, qt−1) â òåîðèè Ìàêäîíàëüäà

Mr(xn; g) = η−1(xn) Mr(xn; g∗) η(xn)

ãäå

η(xn) =
n∏

i ,j=1
i ̸=j

S−1
2 (ıxi − ıxj + g).

Îïðåäåëèì

Q∗
n(λ) = η−1(xn) Qn(λ; g∗) η(xn),

Òîãäà
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(
Q∗

n(λ)f
)
(xn) = η−1(xn)

∫
Rn

∆(yn)dyn Q∗(xn, yn; λ)f (yn),

Q∗(xn, yn; λ) = e2πıλ
∑

j (xj −yj )K̂ (xn, yn).

∆(xn) =
n∏

i ,j=1
i ̸=j

S2(ıxi − ıxj) =
n∏

i ,j=1
i<j

4 sh π(xi − xj)
ω1

sh π(xi − xj)
ω2

,

Òåîðåìà (ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî)

Q∗
n(λ) Mr(xn; g) = Mr(xn; g) Q∗

n(λ),
Q∗

n(λ) Q∗
n(ρ) = Q∗

n(ρ) Q∗
n(λ).
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Òåîðåìà (íåòðèâèàëüíàÿ)

Q∗
n(λ) Qn(ρ) = Qn(ρ) Q∗

n(λ).

Ñëåäóåò èç ñïåöèàëèçàöèè èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ
Ý.Ðàéíñà

η(zn)
∫
Rn

dyn e2πıρ
∑

yi ∆(yn)

×
n∏

i ,j=1
S−1

2

(
±ı(xi − yj) + g

2

)
S−1

2

(
±ı(zi − yj) + g∗

2

)

= e2πıρ
∑

j (xj +zj )η(xn)
∫
Rn

dyn e−2πıρ
∑

j yj ∆(yn)

×
n∏

i ,j=1
S−1

2

(
±ı(xi − yj) + g∗

2

)
S−1

2

(
±ı(zi − yj) + g

2

)
.
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Âûðîæäåíèå

Q∗
n(λ) Λn(ρ) = K (λ − ρ) Λn(ρ) Q∗

n−1(λ) (4)

Ñëåäñòâèå

Q∗
n(λ) Ψλn(xn) =

n∏
j=1

K (λ − λj) Ψλn(xn).

Íîâûå ïîâûøàþùèå îïåðàòîðû

Λ∗
n(λ) = η−1(xn) Λn(λ; g∗) η(xn−1),(

Λ∗
n(λ)f

)
(xn) = η−1(xn)

∫
Rn−1

∆(yn)dyn−1 Λ∗(xn, yn−1; λ)f (yn−1),

Λ∗(xn, yn−1; λ) = e2πıλ(
∑n

j=1 xj −
∑n−1

j=1 yj )K̂ (xn, yn−1).
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Qn(λ) Λ∗
n(ρ) = K (λ − ρ) Λ∗

n(ρ) Qn−1(λ)
Ïîëîæèì

Ψ∗
λn(xn) = Λ∗

n(λn) Λ∗
n−1(λn−1) · · · Λ∗

2(λ2) e2πiλ1x1

Òîãäà
Ψ∗

λn(xn) = C(λn)Ψλn(xn)
C(λn) =?

Åùå îäíî âûðîæäåíèå

Λ∗
n(λ) Λn−1(ρ) = K2g(λ − ρ) Λn(ρ) Λ∗

n−1(λ)

ãäå

K2g(λ − ρ) = S−1
2 (ıλ − ıρ + g∗) S−1

2 (ıρ − ıλ + g∗).
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C(λn) = η(λn) =
n∏

i ,j=1
i ̸=j

S−1
2 (ıλi − ıλj + g).

Ýêâèâàëåíòíî

Ψλn(xn; g) = η−1(λn) η−1(xn) Ψλn(xn; g∗). (5)

Äóàëüíîñòü g ↔ g∗ ïðîïàäàåò â ïðåäåëå Ñàçåðëåíäà.
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