
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ  
КВАНТОВОЙ ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ НА 

ПЛОСКОСТИ 

Коваль Е.А.,    
  Коваль О.А., 

д.ф.-м.н. Мележик В.С. 

Объединенный институт ядерных исследований, 
Лаборатория теоретической физики 
 



План 
 

 постановка задачи двумерного (2D) квантового 

рассеяния 

 алгоритм численного решения 

 диполь-дипольное рассеяние 

 результаты 

 заключение 

 

 



Постановка задачи 2D рассеяния 

 Создание вычислительного алгоритма для решения  
задачи рассеяния квантовой частицы на 
анизотропных потенциалах общего вида 

 

 Проверка согласованности численных результатов с 
известными аналитическими. В частности, 
сравнение численных результатов с известной 
асимптотикой амплитуды рассеяния 

 в пределе низких энергий 

 для бесконечно высокого потенциального барьера 

 

 

 



Постановка задачи 2D рассеяния 

 Двумерное уравнение Шредингера: 

 

 

 

 

 с гамильтонианом 
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Алгоритм численного решения 

 Сведение уравнения в частных производных к 
дифференциально-разностному уравнению: 

 Введем базис Фурье-функций: 

 
 

 Аппроксимация по φ: 
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Алгоритм численного решения 

 В результате получаем систему 
дифференциально-разностных уравнений: 

 

 

 
     В векторном виде: 
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Алгоритм численного решения 

 Граничные условия: 
 1. Левое граничное условие для радиальных компонент в.ф. 

 

 

 2. Правое граничное условие 

 

 

 С учетом аппроксимации по φ правое граничное условие получаем 
при сравнении разложения волновой функции с (*): 

 

 

      где   - функция Бесселя   
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Алгоритм численного решения 

 2. Конечно-разностная аппроксимация 
  Получаем задачу рассеяния в виде: 
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Алгоритм численного решения 

 Семиточечная аппроксимация 

 

 

 

 Конечно-разностная СЛАУ 

 

 

 
                                                                  где k = 0,..,N 
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Алгоритм численного решения 

 3. Метод решения полученной блочной СЛАУ 

 

 
где k=0,..,N 

 Граничные условия также приводятся к вышеприведенному 
виду с помощью записи в двух соседних точках и 
исключения неизвестного вектора: 
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Алгоритм численного решения 
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Алгоритм численного решения 

 Решаем полученную СЛАУ с помощью 
модификации  метода матричной прогонки для 
семидиагональной матрицы:  

 метод состоит в применении рекуррентного 
соотношения: 

 

 

 где   —  матрицы     
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Результаты 
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Результаты 

 Отличительной особенностью 2D рассеяния 
является расходимость сечения рассеяния в 
низкоэнергетическом пределе: 



Анизотропные взаимодействия 

   
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Диполь-дипольное взаимодействие 

 



Дипольное взаимодействие 

 Примером физического анизотропного взаимодействия является 
диполь-дипольное взаимодействие, которое моделирует 
столкновения полярных молекул в оптической ловушке.  

 Для произвольно ориентированных диполей потенциал 
взаимодействия записывается в следующем виде: 

 

  

 где     ,      − дипольные моменты,              − их проекции на 
единичный вектор       вдоль оси столкновения. 
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Дипольное взаимодействие 

 Выражение  (*) может быть записано в общем виде 

 

 

 

 где углы         определяются согласно схеме: 
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Дипольное взаимодействие 

 Для случая, когда поляризация молекул 
ортогональна плоскости движения          
взаимодействие становится полностью 
отталкивающим  и изотропным:  

 

  

  

 Для диполей, ориентированных в плоскости 
       , возникает анизотропия и 
потенциал взаимодействия представим в 
виде: 
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Дипольное взаимодействие 

 Частный случай, когда оси поляризации двух диполей сонаправлены и  угол 
наклона к оси Z равен       (                  ), а короткодействующее взаимодействие 
моделируется потенциалом бесконечно высокого барьера в нуле шириной                    
         :  

 

 был рассмотрен в работе С. Ticknor [Phys.Rev. A84, 032702 (2011)].  
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 Достигнуто хорошее согласие наших 
численных результатов с результатами 
С.Ticknor, что иллюстрирует следующий 
рисунок. 

 

 Расчеты проведены для следующих 
параметров: 
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Дипольное взаимодействие 

 Частный случай, когда оси поляризации двух диполей сонаправлены и  угол 
наклона к оси Z равен       (                  ), а короткодействующее взаимодействие 
моделируется потенциалом бесконечно высокого барьера в нуле шириной                    
         :  

 

 был рассмотрен в работе С. Ticknor [Phys.Rev. A84, 032702 (2011)].  
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Дипольное взаимодействие 

 Частный случай, когда оси поляризации двух диполей сонаправлены и  угол 
наклона к оси Z равен       (                  ), а короткодействующее взаимодействие 
моделируется потенциалом бесконечно высокого барьера в нуле шириной                    
         :  
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Дипольное взаимодействие 

 Далее расширим рассмотрение на случай неколлинеарных ориентаций 
диполей            . Рассчитанная зависимость полного сечения рассеяния 
для столкновения фермионов, бозонов и различимых частиц от угла  
представлена ниже: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Звездочкой указана точка            ) 
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Дипольное взаимодействие 

  

 

 

 

  

  



Дипольное взаимодействие 
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Заключение 

 Достоинства алгоритма: 
 Уравнение в частных производных с помощью 

разложения сводится к блочной СЛАУ 

 Используются стандартные оптимальные 
методы решения СЛАУ, учитывающие блочную 
структуру матрицы: в частности — Матричная 
прогонка 

 Блочность матрицы позволяет хранить ее в 
упакованном виде — экономное использование 
ресурсов 

 Эффективный алгоритм решения задачи 2D 
рассеяния линейно зависящий от увеличения числа 
узлов по радиальной переменной 

 



Заключение 

 Получено полное согласие численных расчетов с 
известной асимптотикой амплитуды рассеяния в 
низкоэнергетическом приближении для кругового 
бесконечно сильного отталкивающего потенциала.  

 Вычислено дифференциальное сечение как функция 
относительного импульса частицы и угла рассеяния.  

 Дифференциальное сечение слабо зависит от угла 
рассеяния в низкоэнергетическом пределе для 
финитных потенциалов, но анизотропность 
потенциала порождает угловые особенности 
дифференциального сечения: при определенных 
углах сечение имеет ярко выраженные экстремумы. 

 



Заключение 

 Вычислены зависимости полного сечения рассеяния 
как функции углов наклона осей поляризации 
диполей.  

 Воспроизведены результаты работы С. Ticknor [Phys.Rev. 

A84, 032702 (2011)] для поляризованных диполей 

 Вычислено полное сечение рассеяния в зависимости 
от взаимной ориентации диполей на случай 
неполяризованных диполей. 



Заключение 

 Представленный алгоритм может быть также 
применен для решения задач квантового рассеяния, 
для которых корректна описываемая модель 
столкновений:  

 численное моделирование процессов рассеяния в 
двухчастичных системах ультрахолодных атомов в 
оптических ловушках 

 квантовые столкновения двухатомных молекул с 
наведенным дипольным моментом. 

 теоретическое исследование столкновения атомов 
водорода на поверхности жидкого гелия 

 

 


